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3it« früherer ©Ritter be« ^teftgen königlichen ftriebric$* 
S93iI^etm«^©V mna f^ um unt) fo ätcr a ^ SÄitgficb be« mit btefer 
Stnftatt verbunbenen Äönigftc$ett mat$ematifc$en (Seminare«, 
tyatte i(§ ®etegen$eit, bie Uuterric$t«met$obe be« $mn $ro* 
feffer @<$eflba<$ genauer lennen ju lernen* 3$ übernahm 
ba$er gern ben Auftrag beffetben, bie tot^ttgjien mat^emati* 
f^en Probleme, toie fte von i$m in ben legten Sauren in 
ben oberen Älaffen be« $öntgßc$en $riebrtc$*äßtf$etm8*<5tym* 
naftum vorgetragen tourben ober t^eütoeife erft Beim Unter* 
richte entftanben, in ©emeinf^aft mit bem £)errn Dr. Cieber 
ju Bearbeiten unb fte auc$ für toeitere Äreife $ugängftc$ $u 
machen* 2)er $err Dr. Sieber inbeffen, toel^er bie erfte 
3nfammenfiettnng ber in ben $eften be« $errn ^ßrofeffor 
<3<$eÜba<$ enthaltenen Aufgaben übernahm, trat in ftofge 
eine» Stufe« an ba« ©tymnaftum ju Sßtyrife au« bem mat^e* 
matif<$en Seminare unb tourbe auf biefe SBeife ver^inbert, 
bie Arbeit mit mir jum 3lbf($tufj ju bringen. 

SDie nun von mir vottenbete, vortiegenbe (Sammlung möchte 
für ben mat^ematif^en Unterri^t vielfach von SZit^en f#n 
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fönnen, tnbem ftc ja$freu$e ^ßroBIeme enthält, btc fotoo^f ba8 
Sntereffe ber ©filier ertoeefen unb feffetn, at« auü) Bei ber 
(§igent$ümfi<$feit ber 2lufföfung«met$obe bie mannigfaltigsten 
Slntoenbungen be8 Stiemten geftatten. ®ie f<$on früher fcon 
mir Bearbeiteten 9Kajrimum* unb SWtnimum^SlufgaBen*) ftnb 
batet in vieler 33ejie$ung ate (Srgänjung ber toortiegenben 
©ammfang ju Betrauten. 

SöerUn, im SDecemBer 1862, 

C. $if$er, Dr. phil. 



*) SWatyematiföe $e$rftunben fcon ä. $. ©$efl&a(&. Aufgaben au« ber 
2e$re Dom ©roßten unb fltemßen. ©earbeitet *on Ä. ©obe unb <S. giftet, 
Dr. phil. »erlm bei ©coro. Weimer, 1860. 
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§. 1. Ue&er bte allgemeine «uflöfuug bcr quabra* 
tifd&en ©teid&ungen, 

Die für ben Unterridfrt gtoedm&fcigfte «uflöfung bcr @tek$un* 
gen gleiten @rabe$ ift bie, toelc&e auf bcr 3*Tlegung beS £rinom$: 

x f + 2ax + b 
in lineare galtoten beruht 9Wan Ijat nämlicb ibentiftty: 
x f + 2ax -f- b = x» + 2ax + a« — a f + b 

= (x + a)'-(a'-b) 

= (x + a + ^a'-bXx + a-fV-b). 
£>iefe ätTit&m& fütyrt nun ni($t aüetn unmittelbar gur «ufßfung 
bcr quabratiföen ®teic$ung: 

x* + 2ax + b = 0, 
fonbern jic liefert unter anbem au$ fofort ben gemeinföaftttc^en 
gaftor, ti>et$en gtoei £rinome ettoa fahm fönnen. £)a« 3tuffuc$en 
biefer gemeinföaftlictyen fjaftorett ift für ben @<#üler eine feljr nüfc* 
tt$e Uebung unb ein SRtttet, ba« oft Bei Umformung algebraiföer 
ÄuSbrüde angetoanbt toerben fann. £>at man g. ©♦ ben $ru$: 
B x* - 8x + 12 
x t -10x+24' 
f o ergiebt ft$ burcfc äertegung be$ alters unb Kenner« in gafto* 
ren erften ©rabe«: 

n = (*--6)(*-2) _*-2 
(x-6)(x-4)"~x-4* 

®($cUfca<$ Aufgaben. 1 



ßbenfo finbet man: 



unb: 



x» + 7x + 6 x + 6 
x» + 8x + 7 "~"x + 7 

x % + 2x - 15 x - 3 



x« — 3x — 40 "~ x — 8 
$at man ferner bte ®leic$ung jtoetten ©rabe$ mit einer Unbefannteu: 

(1) x , + 2ax + b = 
aufjutöfen, fo erhält man t»t$ bfefelbe «Serfegung ter Itota Seite 
au« ber gegebenen ©leic$ung bte fotgenbe: 

(x + a- V^^b) (x + a + /F^T) *= 0. 
Sin ?ßrobuft öerfctytoinbet aber, toenn irgenb einer feiner gaftoreu 
toerfd&tirinbet Um alfo alle SBertlje &on x gu erhalten, toetd&e bie 
©tek^ung beliebigen, muß mctn fämmtlid^e fjaftore* einzeln = 
fefcen. $>amit ift aber bie «uftöfung ber einen quabratiföen ©tei* 
$ung auf bie gtoeier ©tetdfrungen erften ®rabe$ jurütfgefffl&rt. SÄan 
erljäft fcty(ief$(i$ an« benfefben bie belannten SBurjefa: 

x = — a + yV — b. 
$fa« biefem SRefuftate {offen fic$ nun unmittelbar bie Folgerungen 
Stehen : 

1) (Sine Jebe quabratiföe ®tei$ung Ijat gtoei SÖurjefa, meiere 
enttoeber beibe ceett ober beibe imaginär ftnb. 

2) $xit man eine quabrattfe^e ©feic^ung in bie 9iormatform (1) 
gebraut, fo ift bie ©umrne iljrer SBurgetn: 

X, + X, ras - 2a, 

unb ba« ?ßrotaitt berfelben: 

x t • Xj = b. 
£)ie teuere ©genföaft ber SBurjetn einer quabratiföen ®teu$uug 
lann man benufcen, um einige einfachere ®tei#ung$ftyfteme mit ben 
beiben Unbelannten x unb y aufeutöfen. £* fei gegeben: 

x-f y ==a 
unb: xy = b, 

$>ie beiben ®rit$en x unb y muffen bann na$ beut Vorigen bie 
SEBurgetn ber quabratiföen ©teid&ung: 

z* — az + b = 
fein, toeit biefetben in ber Xfytt bie ©genföaft beflfcen, bafj tyre 
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©ranme = a unb iljr $tobuft = b ij», unb fie foutit bie gegetenen 
®lei$ungen erfSöen, bur<$ toe(($e x unb y allein tefttmtnt tvaren. 
(58 ift atfo: 

toobei aber in iebem aufammenge^örigcn SBerttftaare- bon x unb y 
ber Duabratimtrjet entgegengefefcte SBorgetd&en gu geben finb. 

Die @(ef jungen: 

x — y = a 
xy = b 
(äffen fty gang ä$nfl# auftöfetx, toenn man — y als bie eine un* 
fcefannte ©rflfce Betrautet 

9»an !ann bie (Steigung (1) au$ babur$ auflöfen, baß man 
tyre ©nrgefa in ber fjorm Don unenMic$en Äettenbrüc$en barfieOt. 
fctterbiug* tonn $ier bie ßon&ergeng ober ©ibergeng be« Äetten* 
Bru$e* nt$t unterfud&t werben. 3n Dielen gfitten ift btefe gntn>i<f* 
fang au<$ für bie numerif$e öered&nnng nicfct ofyie ätartyeU, inbem 
bie «nenblt<$e Sfaebe^nung be* Äettenbru<$e$ feine größere @c$toie* 
rigfeiten barbietet, als bie e&enfati« unenbli($e Operation ber 93ere$* 
nung einer irrationalen Duabrattomrget, 9Wan lann fi$ atfo in ber 
2$at ber Äettenbruc$ento>t<ffong gun>eüen bebienen, um feinet! bie 
ffiurgefo einer, quabratiföen ®Iei<$ung bi$ gu einem getoiffen ©rabe 
ber ©enauigfeit aufgnftnben« 

#at man bie @tei$ung aufguföfen: 

x* — ax — b = 0, 
fo ergiebt ßc$ bnr# ©ibtfion mit x: 
V b 



ober: 



x — a = 0, 

x 



x = a -| , 

1 x 



= a + — F 

1 X 



1* 



= a 



, b 



a+^ 



~ a + ininf. 
£>ie anbere «Burgel crgiefet ftd&, toenn man bie aufjutäfenbe ®UU 
<$ung auf bie gorm fcringt: 

x(x-a)-b=0, 

ober, toemt matt burc^ x — a bibibirt: 

b 



— x = 



a — x 

b^ 



• + b 



a + in inf. 
$at matt j. SB. bie (Steigung: 

x' - 20x - 2 = 0, 
fo ergiett ft#: 

9 

x = 20 + — 



20 + 20 + 2 ' 

= 20 + — r 

10 + — 



20 + — 



10 ~*~ 20 + in inf. 
$>ie 9ia>rung0&rftt$e fittb: 

J_ _20_ _201_ 
10 ' 201 ' 2020 '' ' 
Stimmt man: 

X _ 20 + _2PJ_ 

X - A) + 202() , 

fo gte&t biefer 5B5ert$ bie SBuvael föon 6i« auf 7 SJedmalfteHen 
genau. 

9Kan üfcetjeugt ft<§ aucb burc? S3ergtei<$ung ber gefunbenen 
SBertlje leicht, bafc biefelben ade (Sigetiföaften kr SBurjetn ber qua« 
bratif$en (Steigung beftfeen. 
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©tob aber in bcr ©feid&ung (1) bie (Soefflcienten a unb b meljr« 
äiffirißc £(ti)Un, tote g. 35. irrationale ©röfcen mit bieten £)ecimal* 
fteßen, fo ift bie algebraif<$e gorm ber 3ßurgefa> bie toir bisher 
aßein Betrachtet Ijaben, ni$t für bie numerifd&e SSered&nung bequem, 
fetbft toenn man ft<$ ber Sogaritljmentafeln bebienen tooßte. 3?n 
biefem gaße ift e$ Dortljeityaft, trigonometrtfctye fjunftionen, toetd&e in 
gemiffer SBeife &on ben ßoefficienten a unb b abhängig finb, at« 
#ütf$gröf}ett eingufüljren, 

£at man nämti$ bie ®(ei<$ung gleiten @rabe$: 

(1) x* + 2ax + b = 

aufgutSfen, fo füljre man für bie Unbefannte x einen unbelannten 
SBinfel q> ein, toet<$er bur<$ bie ©teid&ung beftimmt ift: 

(2) tg*<p/b~=x. 

3>ur<$ ©ubftitutton öon q> in (1) ergiebt fi<$: 

btgi9P , + 2a|/Ftgi 9 p + b = 0, 

ober: 

Vb 2tgjy 

a l + lgi<p" 

= sin <p, 

3ft nun ^b < a , fo ergeben fi<$ am biefer ©tei^ung gtoet reeße 
ffiertlje *>on g>, »eld&e gnnfd&en unb 360° Hegen, unb toetd&e fi# 
gu gtoei {Rekten ergangen, fo baß bie beiben ffiurgeln unter ber 
gorm: 

*t = Vb"tgty, 

Xj = ^bcotigp 

erfd&einen. 3ft hingegen j/b > a, fo finb beibe SBurgcln imaginär. 

£>te ©ortljeile, toetdfre bie foeben burd&gefüljrte ©ubftitution für 
bie logaritljmif<$e ©ered&nung bietet, liegen auf ber £anb, inbem 
bie SRefultate überaß in ber ftorut öon ^ßrobuften erflehten, 

£>ie Stuflßfung ber ®lei<$ungen britten unb vierten ©rabe« 
läßt \iä) twä) auf bie Don ©teictyungen nieberen ©rabeS gurüdffü!)* 
ren. @$ ift aber fefyr befcfyti>erli<$, ^ofynome, nrie fie in btefett 
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(Steigungen auftreten, fc umzuformen, ba& fic, lote bie Xrinome 
ber quabratifd&en ®Iet$ungen, unmittelbar in Satteren erften ®ra* 
be$ gerfaflen. 

ÜDie ©tetd&ungen fünften nnb leeren ©rabc« finb fogar über* 
Ijaupt m#t meljr atgebraifdfr auflösbar, unb e$ ift im Stffgemeinen 
nic$t möglich, ein $otynom leeren @rabe$ in ein ißrobuft bon 
^alteren nieberen ©rabe* gu bertoanbefa. (S$ giebt inbeffen IjSljere 
©tetd&ungen befonberer Sürt, beren «uflöfung bur# berfd&iebene ftunft* 
griffe auf bie Sluflöfung bon ©teicfcungen jtoeiten ©rabe* gurüdfge* 
ffifyrt »erben fann, unb fcon benen in ben fotgenben ^Paragraphen 
*>erf<$tebene ©ruppen beljanbelt »erben foflen. 

SBei ben Umformungen, »el$e babei erforberßdfr finb, »erben 
bi8»eilen frembe gaftoren in bie ®(ei$ung eingeführt, beren ffiur* 
jeln fi$ bann mit ben eigentlich gefugten &ermifc$en unb ffieritje 
ergeben, »el$e ber gegebenen ©leic^ung nid&t genügen. (Sin einfa* 
<$e$ Söetfoiel »trb bie« Har machen. Um g. 95. bie ©teidfrung auf* 
gulöfen: 

x - 7 - VT+2x = 0, 
ma$t man btefelbe rational, inbem man fie mit bem §aftor: 

x - 7 + Vi + 2x 
muftipttdrt 3Ran erhält babunty bie quabratifd^e ©tei$ung: 

x f -16x + 48 = 0, 
»eld&e bie SBurgeln liefert: 

x, = 12 
unb: x, = 4. 

©er gegebenen ©telc&ttng genfigt aber nur bie ©urgel x t = 12, 
»äfyrenb bie anbere ^ = 4 bur<$ ben gaftor x — 7 + /l + 2x 
etngebrungen ift, alfo leine Sebeutung für bie gegebene ©feid&ung 
i)at, »enn ber befonbern Sttatur ber Aufgabe nadfr yl-f 2x a(* p& 
fitibc ©röfee betrautet »erben mufc. £ätte man na$ ber ge»ö$n* 
liefen SKetljobe bie SBurgetgröfce auf bie anbere Seite gebraut unb 
bann quabrirt, fo »äre offenbar ba* ftefuttat gang baffette geblie- 
ben. <S$ ift bie* ein für bie «ufföfung ber ®tei<$ungen »efentti* 
djer $untt, auf ben »ir in ben borfommeuben gaffen aufmerlfam 
machen »erben. 
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§. 2. ©teid&ungen $ö$erer ©rabe mit einer Uttbe* 
lannten, bie fid& bnr<$ ©uBftitution auf quabratifd&e ©let* 
jungen jurücffü^ren (äffen. 

3u ben einfachen ©teid&uugen leerer ©rabe, beren 83urjeln 
burdfr eine einfache ©ufcftttution mit $ä(fe einer quabratifdfren ®(ei* 
d&ung )tt finben finb, gehören bie, meldte bie ©efiatt Ijaben: 

x 2n + 2ax n + b = 0, 
too n irgenb eine ganje ober gebrochene 3a$I fein tarnt. 23etrac$tet 
man nfimlt($ ni$t x fetBft, fonbem x n = z at* bie ju beftimmenbe 
©tffee, fo $at man für z bie ©(eidfrung: 

z f + 2az + b = 0, 

alfo: 

z = x n = — a + VV— b, 
mithin: 



x = }/— a ± yV — b. 
<£* finb bamit bie 2n ©urjeln ber gegebenen ©leid&ung gefunben, 
ba, toie an« ber S^eorie ber ffiurgefa befannt tft, jebe nte ©urjet 
aud& n fcerfd&iebene ©ertlje Ijat. 

9ia$ biefer 3Ret$obe (äffen fidfr bie f olgenben ©feid&ungen töfen: 

1) x 4 + 1225 = 74x f , 

x = +7 ober =±5. 

2) 3x , + 42x» = 3321, 

3) •7+2/7-8 = 0, 
x t = 16, x, = 256. 

«ßerbing* gilt tyier ber gleite äBerty nur, toevn •* al$ negativ 
betrautet totrb. 33ergtei<^e barüber ben ©<$to§ *w §. 1. 
4) x»-^=56, 

x,=4, x t = ~/49. 



5) 3x 4/3 -4- xV8 = - 59 ^ 



g Crjie SfttyeUnng. 

6) •?+•? = 766, 

x t =243, x, = - y28'. 

Sfa# in ben fotgenben Lieferungen fuc^t man anfänglich nic^t bie 
unbefannte ®röjje feCbft, fonbern junä<$ft eine einfache gunftien ber* 
felben, bie in ber aufeulöfenben ©teid&nng entsaften ift. 
7) 7+x+2/r+T=l5. 



©ubftthtirt man |/7-fx = z, fo erhält man: 
z = 5 ober = — 3, 

alfo: 

x, =18, x, = 2. 

ffa$ ^ier befriebtgt nur bie gtoeite SBurget bie gegebene ©leityung, 

toie in ben betben fotgenben. 

'8) x+5=/x"+5+6, 

x, = — 1 , x, = 4. 



9) ^x+12 + /x + 12 = 6, 
x,=69, x,=4. 

10) x+16-7^x+T6+10 = 0, 
x, = 9, x, = — 12. 

11) x , -2x+6yx*-2x+5 = 11. 
x = l, x = l±2^W. 



12) /x*-f x + 6 = 



60-4/x»+x + 6 
yx»+x + 6 ' 



k ß -1+^377 
x = 5, x = — 6, x== =£ 

13) {(x-2) t -x}*-(x-2) t = 88-(x-2). 
ÜKan fubftituire (x— 2)'— x = z. «{«bann ergiebt ft#: 

z*-z = 90 

unb: 

r _ ß T _ , 5+3^- 3 

X = 0, X = — 1, X = pj • 



14) j/a — x — j/b — x = c, 
3 

9?a$bem man ^b — x auf bie attbere ©rite geföafft, ergebt 
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man bic ©tei<$ung in bie britte $otenj. 6* ergiebt ft# auf bicfc 

3 

Seife eine quabratif$e (Steigung mit bei: Unbelannten /b— x, 
welche ba* SRefuitat liefert: 

i5) yr+^+|/i+A = c . 

©ubftttuirt man, nac^bem bie ©lek&ung quabrtrt ift: 
j/(l + ax)(l + jL) = y, 

fo erhält man tei$t: 

x = ^-jc'+2»'c ? +äb ± c}/c , +4+4i/c , +abj. 



lß ) ^ + 



= c. 



•a + x ^b-x 
9?a<$bem man bie Kenner fortgefc^afft unb qnabrivt Ijat, fefec man: 

•(a+x)(b-x) = y. 
3Ran finbet bann: / 



y ? , 

fo bafc ft$ fär x eine einfache quabratif<$e ©teicfymg ergiebt. ana- 
log löft man bie folgenbe ©teid&ung auf: 

IT) -,JL.-tJ-„ 



18) 



ya+x ^b — x 
a bx 



/x + a + i^x /x -— /x — a 



@efct man x== — , fo ergiebt fi<$ na$ ftortf Raffung ber Kenner: 

bj/l + y + y/l — y = y— b. 
Duabrirt man biefe (Steigung, fo erhält man: 
2b/r=y==y , -b , -2b. 
ffienn man enbticfy no<$ einmal quabrirt, fo ergiebt ft<$ unmittelbar 
eine quabratiföe ®(eie$ung für y f * 3Ran erhält barau* folgenbe 
toter SBurjetn ber gegebenen ©teid&ung: 



10 ®rfie tftfyetlmtg. 

+ a 



x=t=- 



19) x(x + a)(x+2a)(x+3a)=:b. 

SRuflfylicirt man bie toben mittleren nnb äugeren galtoren mit 
einanber, fo nimmt bie ®let<$ung bie 8orm an: 

(x^Sax^x'+Sax+ga 1 ) = b, 
ober, toenn man x f +3ax = y fubftitnirt: 
y« + 2a*y-b = 0. 

{Damit ift y unb fomit auc^ x leicht ju finben. <g* folgen bie bier 
©ertfre: 

x = ~|-a±yA,. ± ^l?+5. 

SBtr fügen jn ben biflljer gegebenen ©leidfrnngen eine ©ru^e 
anberer tjinju, toel$e bie <$araltertftif<fre gorm $a&en, ba§ fie au« 
Summen bon Stücken befielen, bie, paartoeife abbirt, gemeinfd&aft* 
lidfre gaftoren abfonbern (äffen, (Jnbem man alfo bie fjaftoren ein* 
jeln = fefct, jerf galtet man unmittelbar bie gegebenen leeren 
©leUfytngen in eine ©ruft* nieberer, beten ©urjetn f«mmtli$ SBSnr* 
geln bei erfteren ftnb. 

^ (a) T~r+^ + ^M~^fl^4+I 



' ^5 + x 6+x^7+x 

©nmmtrt man je jtoei bon ben ßnben gteMfr toeit entfernte SBrfidfre, 
fo ergiebt fid&: 

7+2x 7+2x 7+2x 7+2x 



7x+x f 6 + 7x + x f ^ 10 + 7x+x* 12 + 7x + x 
©efct man alfo erften* ben gemeinfd&aftlutyen gaftor: 

7 + 2x = 0, 
fo ergiebt fi$ eine Surjel: 

7 

©nbfttteirt man anjjerbem x f +7x = y, fo ergeben fi$ bie anbem 
©urjeln axß bem jmeiten galtor: 



&ie quabrattfdfct Qletytraften. IX 

(h , 1 L_ 4. _i * 

w y y+e+y+io y +i2~ u ' 
SKan erhält n&mttty na$ gortf Raffung ber Kenner: 

T , +18y+90 = 0. 
•Daran* folgen benn für x bie Biet imaginären ©ertye: 

*— |±yf±» 

<B* ffaib atfo Jünf ©nrjefo ber gegebenen (Steigung gefnnben 
unb in ber St^at erhält man na$ gertf^affung ber Kenner and 
ber ©fei<$nng (a) nur ein <ßotynom fünften ©rabe«, 3?nbeffen er* 
giebt fidfr in nnferem fräße and (a) unb an$ (b) no$ unmittelbar 
bie ffiurjet x=oo, bie in getoiffen gäBen für bie gegebene Aufgabe 
eine Sebeutung haften lann. 

3Ran erhält bnr$ paaroeife* 3ufammenfaffen |e j»eier gtet^tpeit 

bon ben (Enbeu entfernter S3rfi$e: 

2x— 5 . 2x—5 2x— 5 A 

x*-5x + x f ~5x+4 + x f -5x+6 ~~ ü# 

®efet man alfo ivm&$ft toieber ben gafter 2x—5 = 0, fo ergiebt 
ft$ bie erfte ffiurjel: 

5 
X== T 
©nbftttuirt man baranf x'— 5x = y, fo finbet man jfceiten«: 

y + y + 4 + y + 6 

ober: 

- 10+2VT 

y= — r — 

@* ftab alfo bie fec^« ffiurjefa ber gegebenen ®tei<$ung: 



5 5 ,,/86 + 



8V7 



2' *~ 2 - » 12 

Wad) ber »bbition bim fe jtoei gletytoett ucn ben Amben entfernten 
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33rü$en folgt eine (Steigung, aus ber flc$ ber gaftor 2x— 5 ab* 
foubern fäfjt ©efct matt ferner x 8 — 5x = y, fo ergiebt fid^ für y 
bie quabratiföe. ©lehtyung : 

y 2 (a + b + c) + 2y(5a + 3b; + 2c) + 24a = 0. 
@$ ergeben fi# f$ließttc$ für x bie fed^SBurjeln: 
. ' 5 



- A 4- l/ 5a + 13b + 17c + j (a— 3b - 2c)* + 12ab 
x ~ 2 ± r 4(a + b + c) 

23 ) ^qrif + ^rb+F+^ + x.+ a+b^c ==:a 

(Sa ergiebt fi<$ ber gemeinf$aftti$e gaftor: 2x + a4-b. ©efet 
man femer x 2 + (a + b)x = y, fo 6at man jtoeiten*: 

1 +.T-r^i-,^ = o. 



y + ab y + c(a + b — c) 

SKan finbet afo für x bie bter SBurjetn: 

a + b 



x = OO, X = — 



= -^±yj/y{(a + b-2c)*+(a-b)'}. 

1 1 1 1 



x-j-ax-f-bx + cx-fd 

Waü) jtoedmä&iger Bereinigung je jioeier ©Heber tritt ber $ah 
tor 2x 4 a + b heraus; unb man erhält jur Seftimmung bon 
x* + x (a + b) = y bie ©teid&ung : 

1 + .,. ' ., + ■■' ,, = 0. 



y+ab y + c(a + b — c) y + d(a + b — d) 

2»an finbet alfe, toenn man sur Sttlfirgung: 
ab-fac-fbc — c* = m 
unb: 

ad + bd — d 2 = n 



y = — j( m -j-n) + ^/m' + n 2 — mn — 3ab(m — ab). 
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£)ie ffiurjefe ber gegeBcnen ©teidjung ftnb alfo: 

25) -4- + -«+^- - -' 



x+ax+b x+c x + d 

+ i + l = 0. 

T i + i + b-c T i + a + b-il 

SSereinigt man bte ©lieber mit glei<$em £tö)tex, fo ergiebt pd) 
ber gemeinfd)aftfld;e goftot 2x + a + b unb jur Seftimmung »on 
y = x* + x (a -f b) bie @tetd)ung : 

» i ß ' \ * -=0 

y + ab^y+c(a + b — c)^y+d(a-j-b — d) ' 

olfe, wenn man biefetten ÄWfirjroigen tote unter 9tr. 24 einfuhrt unb 
m(a + y ) + n(g + ft-ab(«-5) - 

fefet: 

y = _ P + Jpt _ mna -H myab - nab (c - ß) .— yc'b' 

-r «+/J+y 

Die SBnrjetn ber gegebenen ®tetd)ung pnb enbfld): 

a + b. _(a + b)±/(a + b)*+4y 



X = OO;: X: 



2 ' ~ 2 



26^j iL ß \ Y 8 1_ 

} x a + x ^ 2ä+x 3a+x 4a + x 

1 V ß y * -Q 

^ 5a + x 6a +x ^ 7a + x ~ 

$a$t man torieberum btc ©lieber, toel$e benfetben 3W er $d&w# 
paartoetS jufammet?, fo tö&t ft<$ 7a + 2x als gemeinföaftttöer ^af* 

7a 

tor abfonbern, unb man erhält bic SBitrjcI: x = — <r-- @efet 

ma«.au{$erbem.x 2 + 7ax = y, fo liefert ber anbere Safter bte fot* 
genbe ®leic$wig: 
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y y4-6a t ^y+10? t y + 12a f v * 
SMefetöe rebudrt fi<$ nun im «flgemeinen auf ben britten ®rab 
unb toirb nur quabrattfö, toenn a -f y = ß + <J ift. 3n bicfem 
gaöe nämli<$ »trb ber ßoefficient bon y 1 = 0, fo ba& man eine 
ffiurgel y = oo erhält, toätyrenb bie anbero fu$ au« ber übrig Mei* 
benben quabratif<$en ©feicfrung ergeben. 

§. 3. SRectyrote (Steigungen mit einer unbefannten 



@inb bie reciprofen SBurjetttertlje einer ©teidfrung ebenfaß« 
©urjefa ber ©tei^ung, fo Ijeift biefette rectyrof. £>ie reciprofen 
@(ei$ungen pnb baburtty erfcnnba*, bag bie (Soefflcfenten ber gfetc^- 
tpeit bon ber 9Kitte abfte^enben ©lieber biefetben ftnb. 33ei ©let- 
jungen ungeraben ©rabe* Wnuen atferblug* biefe (Eoefflcienteu au$ 
entgegengefefete 33orjeic$en Ijaben* 

®$ (äffen fld^ nun äffe rectyrofeu Steigungen nten ©rabe* 
bur$ eine einfädle ©u&ftitution auf ®tei<$uugen nieberen ©rabe* 

jurfldtfü^ren unb jtoar auf ben yteu, wenn n gerabe unb auf ben 
-^-ten, toenn n nngerabe ift ©ibibtrt man nämti$, wenn n 

n 

gerabe ift, bie gegebene ©teidfrnug mit x 2 , fo folgt <m* ber $arat* 
terijttföen gortn ber rectyrofen ©tcitymgen, baf äffe ©tkberpaare 

mit ben ^otenjen x y unb — benfetten ßoefflcteuten $aben. ©üb* 

ftituirt mm aber x-\ — = y, fo fann man x y +— att ein $o* 
fynom yten ©rabc* ben y batfteüen, fo baf man alfo eine ©tei- 
$ung erhält, toetdfre in Segie^ung auf y bom yten ®rabe ift, 3n 
ber £$at folgt, toenn man bie SDeftaitionSgtetdfrung: 

<i> x+Y=y 

quabrirt unb ba* f wbuct lieber mit berfetten @fet<$nug mnttipti* 
cirt unb fo fortf errettet : 
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|x , + ^ i = y , -2, 
^ + p = y*-3y, 

a) ( , 

x 4 + ^ = y 4 -4y« + 2, 

x* + -I = y*-5y* + 5yn. f. to. 

(Staat gatt| «eb>tt<$e« gilt »on rectyrofen'@teic&Hngen, bereit ©rab 
eht mtgraber ift. 

$at man a&er y gefuttbett, fo fefct statt ben erratenen ©ertlj 
in bie @(ei<$rotg (1) ein nnb ereilt auf btefe Seife eine einfache 
auabratiftye @(eiä)ung für bie gefm^te @r8|je x. 

1) x^+ax'+bx^ax-fi^O. 

£>nrä) Dibiflon mit x* ergie&t fi$: 



** + p+a(x4-4)+ b = a 



man ferner x + — = y, fo fhtbet man na# ben 

gen (a): 

y , -2+ay + b>=0, 

ober, »emt man ^a*— 4b+8 = R f»fcfrtotirt: 

y = *+«i{-*±R]. 
0otg(i# bie t>ter Sßurjetn: 



x = i(- a±H)±i/2a*-4b-8+2aR7 
2) x'+ax«+ax + l=0. 
©nreb; ^Diöiflo« mit x? erljfltt man: 

x#+-L + ,(x* + l.) = 0. 

©efet man x*+x~* = y, fo erfyUt man na<$ ben ©fd^nngen (a): 

y{y*-3+a} = 0, 
ober: 

y = 0, y = ±/3=i: 
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SRitljin ergeben fi$, toenn man quabrtrt, für x bie beiben ©leid&ungen: 



x + i- + 2 = 0, 



x=-l 



x + T + a "" 1 = ' 



ober: 
unb: 

ober: 

x = i{l-a±/(a-3)(a + l)}. 
SBiß man bie Meinung mit ben gebrochenen ^otenjen bermeiben, 
fo fubftituire man in ber gegebenen @lei($ung: 

x = u f . 
9tt$bann erhält man bur$ ©ioifton mit u 8 : 

u 8 + au + — + -V = 0, 

ober toenn man u-\ — = y fefct: 

y 8 +(a-3)y = 0, 
biefetbe ®tei$wtg, tote bie oben gefunbene. 

3) x 5 + ax 4 + bx 3 + bx*+ax + l=0. 
©efct man auc$ Ijier x = u* nnb biblbirt aWbann mit u 5 , fo er- 
giebt fi<$: 

ober, toenn man u H — = y fnbftituirt: 

y{y 4 -5y'+5 + a(y»~3)^b}=0. 
©ornit ift enttoeber: 

y-o, 

ober: 



y t = |{5~a+/5+2a + a t ~4b}. 
@$ ip alfo x = — 1, toä^renb fi$ bie anbern bier XBnrgeln an« ber 
©feicfytng ergeben: 

x + — = y , ~2. 
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ffiir fließen on biefe reciproTen ©fei$uugen no<$ einige anbere 
&on einem ungeraten Orabe an, beren gleich toeit Don beiben Snben 
entfernte ©lieber gleich große aber entgegeugefeftte Coefficienten $a* 
fcen. ©iefelben liegen ft$ au<$ unmittelbar auf bie fcotfyergeljenbcn 
jurätffü&ren, toenn man x = — -y fubftituirte* 

4) x , + ax t ~ax-l=0. 
©efet man mieber x = u* unb bfeibirt atebann mit u*, fo folgt: 

«•-^-+-(u-|) = 0. 

Wan fefce: 

1 

u = y, 

u J ' 

bann »irb, toenn man biefe @(et$ung mit ft<$ fetöft unb ba« $ro< 
buct »lebet mit berfetben ©teto&ung multtyüchrt unb fc fortföreitet: 

K+^ = y t + 2, 
« , -p = y' + 3y, 
K + -Ji = y 4 + 4y' + 2 ) 

1 n' - p = y s + 5y' + 5y u. f. ». 

2Wit $Mfe biefer Delationen nimmt aifo bie aufjuföfenbe @(ei$ung 
bie gönn an: 

yly*+3+a}=0, 
alfo entoeber: 

y = o 

ober: y = ±iV'3+8. 

£>arau« folgt enb(i$, wenn man berüctfi^ttgt, bafj: 

X + T = yt+2 ' 
x = 1 unb: 



*) 



x = -*{l + a±i'(a + 3)(a-l)}. 
5) x s +ax 4 + bx 8 — bx» — ax— 1 =0. 

©uw$ biefelbe ©ubftitutien unb burcb 5Di»ifion mit u 5 ertyilt man: 
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» s -^+«(«'-^) + b(u-l)-0. 

©efct man toiebernm u = y, fo ergle&t ft<fc entteeber: 

y = 
ober: y 4 +(5+a)y*+3a+b-f 5 = 0. 

$at man alfe y gefitnbe«, fo erhält man fcfrßeflty ble SBertbe »on 
x au« ber ©teid&nng: 

x + i = y»+2. 

Slebnflcfi tSjjt ftcfc an<& bie folgenbe ®Iei<$ung aufföfen, o&gtetib fbre 
©eftatt wefentticb »on ber ber reciprofen ®{ei<$nngen abweist. 

6) x'+ax' + bx*— ax+1 =0. 
5Dur<fi ©tötfton mit x* fmbet man: 

©efct man alfo x = y, fo erhält man: 

y* + ay+b+2 = 



ober: y = -i{a+/a*-4b-8}. 

£>te oier SBertbe oon x folgen enblhb au« ber ©tei(6mtg: 
x*+*{*+> / a , -4b-8}x-l=0. 



©ubftituirt man x* = a*y, fo öerfd&nnnbet ber ßoefftcient a aus 
ber ©leid&uug unb man erhält nur; 

Srtngt man aWbann VI auf bic redete ©eüe, fo crgicBt fi#, 

toenn man quabrirt: 

2y(/l— I = j« + l_y, 

ober, toenn man no<$ einmal quabrirt: 
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y 4 ~2y 8 -y t +2y + l = 0. 
Dicfe ©teid&tmg tat aber im S3efetrtttt$en bie gorm ber unter 9tr. 6 

Baubeiten, ©toibirt man mit y* unb fefet y~— = «> fo et* 

giebt ftd&: 

u , -2u + l = 
ober: u=l, 

atfo: 



ober: 



=±./4 



±•5 



§♦ 4. Duabrattfdfre ©feid&uugen mit jtoei unbetann* 
ten ©röfjen. 

$at man ein ©Aftern bon n ©teid&ungen mit n unbefannten 
©rßfcen aufjjrföfen u*b rfiminirt mm naä) ben geioötynfid&en ÜÄe* 
tijoben n — 1 biefer Unbefannten, fo erreicht bie refultirenbe ©fei* 
$ung in ber SReget einen fo Ijoljen ©rab, baß üjre 3luftöfung mit 
Dielen ©d&tmerigfeite» fcerfuityft ifL $Ran »irb alfo, toenn eä hr* 
genb mögti<$ ift, bei ber «uflöfung folget ©feicfyungen ju Äunft* 
griffen feine Snftuüft nehmen muffen, meiere je nac$ ber toerfd&iebe* 
neu ©eftaft be$ auf jutöfenbät ®Ieic$uttg$fyfteme$ berfd^ieben finb. 

93ei ben ©leid&ungen 5ft. 1 bis 9?r. 13 j. 33. toürbe man fc$liefc 
üd) auf quabratifd&e ©teidfcmgen geführt »erben, toenn man bie 
eine ber unbefannten ©rö&en einfadj etiminirte* @$ ift aber bequem 
mer, juerft ba$ SSerljättntg ber beibetf unbefannten ©rögen, ober 

ben 33ruc$ — ju beftimmen unb mit beffen £filfe biefe ©rö&en 

fetbft gu beregnen. 

iX x4-y 7 

1) ^ J[ = T . xy = 12. 

x = ±3, y = ±4. 

x + y a t 

2) — '~4- = -r-, xy = c*. 
' x— y b J 

2* 
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r ,/a + b , ,/a-b 

3) £ T I = y» xy+y' = 126. 
x = ±15, y = ±6. 

x = 4, y = ±3. 

5) x'+xy = 24, xy + y* = 40. 
x = + 3, y = ±5. 

6) x*— xy = 48, xy — y * = 12. 
x = + 8, y = + 2. 

7) 5ÜJC-234 _,_„« 

x = 7, y = 5. 

' x + 2y 12 1A . R 343-7x* 

g) — ! — i = 10x+5y = 1 

y 5' J x+y 

x = ±2, y = ±5. 

x'-y' 3 x+y _ 6t 
' x*y — xy* ' 

x = 3, y = 3. 

10) 18— =3, 3xy + 2x+y = 485. 

y x 

__97 
x = 10 ) X ~ 9 



JX = 1U 
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11) x'— xy = 24y, xy— y' = fx. 

SDurcb fctolflott ftabet inon junä<$ft — = + 4. Älfo: 

(x=-— 

,x = o' jx = 8 [ 5 

iy = 0, iy = 2, Y = A. 
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12) 4x*+y = y + 10y, x»+3y = 55. 

y = 10, J 1 

13) x , + axy+by , = c, 
x f + axy + /?y f = y. 

©ibibirt man bic bcibcn gegebenen (Steigungen burc$ einanber unb 
fefct attbonn y = xz, fo berfetytoinbet au# x au« ber refultirenben 
®(eic$ung unb man finbet für z bie Beibeu SBertlje: 



gerner ift: 



unb: 



_ c« — ay + /(ca— -ay) 1 — 4(y — c)(by->c/g) 



=±z 



l+az+bz* 



= ±s|/ 3 



1 + az+bz* 

93i«»et(en geftattet bie gform ber ®fei(6ungen mit gwei unbe« 
fonnten ©rö&en, bafj man aunäd&ft bie «Summe, refo. ©ifferenj unb 
ba« $robuft berfelben Beregnen unb barauf na$ ben im §. 1 ge* 
motten 33emerfungen bie Unbefannten fetbft beftimmen tarnt. Daljin 
gelten bie ©ijfleme bon 14- 44, 

14) x*+y , = a 

x + y = b- 

x = i(b±i/2a-b») 

unb: y = ^(b + ) /2Jr-b 1 )- 

15) x J +y» = a 
x + y = b. 

3fnbem man bie jweite @(ei<$ung in bie britte $otenj ergebt unb 
bann bie erfte fubtraljirt, ergiebt fid^ für xy eine @fei<$ung erften 
©rabe«, »etd&e bo« föefultat liefert: 

V-a 



** = 3b 



<S« ift atfo: 



22 <fcfte B&tycttirog. 



.-*±W) 



unb: 



>=*('^-> 



16) x 4 + y 4 = a 
x+y = b. 

3nbem man bie jtoeit? ®lelc$ung in bie bierte ^otenj ergebt unb 
barauf bie erfte fubtraljirt, finbet man: 

x y_2b*xy + *-=^ = 0, 

ober: 

xy = i(2b f + ^2(b 4 + a)). 

Daran« ergiebt fid^ föliegtic^; 



x = i(b±>^~3b , q:2 1 /2(b 4 + a)) 
unb: 

y = ^(bq:y-8b i T2i^lb* + «)). 

17) x 5 +y* = a, 
x+y = b. v 
2Wan erhält analog: 

_ 5b 8 + ^5b(b 5 + 4a) 
Xy ~ lOb ' 

unb barau« leidet btc ffiertlje &on x unb y. 

Uebcrftcigt in ben erften ©lei^ungen fcon (14) bis (17) ber gj* 
ponent t>on x unb y ben fünften ©rab, fo ift bie ©leittyung, meiere 
xy liefert, nicfyt tnetyr quabratifö, fonbern Don einem Ijöljeren ©rabe. 
Die ©leietyungen: 

17a) x , -f-y , = a, x — y = b. 
17b) x 8 — y* = a, x — y = b. 
17c) x 4 + y 4 = a, x — y = b. 
17d) x 5 — y 5 = a, x— y = b, 

toerben unmittelbar auf bie fo eben betrachteten gurfidgefüljrt, traut 
man nur — y = z als bie gefugte Unbefannte betrautet 
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18) x-f-e^xy-fy = a, 

x*+/?xy+y* = b. _ 

Duabrirt man bie erfte ®(ei#una,, natybem man ay'xy auf bie 
anbete ©eite geftfcafft, unb fuBtraljirt bann bie jtoette, fo ergie&t 
ft# für /xy eine quabrattföe (Steigung,, toetc^e ba* föefuftat liefert: 



,/— _ a«+jW-(a'-b)(/g- 
m a x +ß-2 



2) 



©efct man biefen Sßertfc, in bie erfte 
x+y unb barau« x nnb y feftft. 

19) 2xy = 48-xy, 
x— y = 1. 



ung ein, fo erhält man 



(x = 3 



x = -2 



ix = 



i±y-3i 



y = 2, ,y = -3, 



-1±2/-31 
2 



20) 



21) 



x»+x+y = 18- 
xy = 6. 



y*. 



x = 3 

y = 2, 



x = 2 jx = -3±V3 
y = 3, /y = — 3^/3- 



x+y+xy = 34, 
x *4- y *_x— y = 42. 



x = 6 
4, 



x = 4 
y = 6. 



22) 



x = i(-ll±/=59) 

Y =t(-n+v-ö9), (y 

x+y = a, 
xy(x*4-y*) = b. 

y = i(a + y+V'a 4 -8b). 

x + y = xy, 

x*+y , +x-]-y = a. 

(x = i(l ± Viä+l +^4» -6+6|/4a + l), 

|y = * (l ± V4ä+1 -]/4a-6+6^4a-|-i), 

ober utngefeljtt, ber erfte Sßertlj = y unb ber jtoeite =3= x. 



23) 



24 



Ctfte 3ft$ci(trag. 



24) x , y+xy , = 30, 
1.1 5 

T + T^T* 



jx = 3 

|y = 2, 

25) x«y + xy , = 6, 

xy+xy = 12. 

jx = 2 

|y = i, 

26) xy(x+y) = 84, 
x y + xy = 3600 

x = 4 

y 



x = 2 jx = 1 
y = 3, y = -6, 



x = -6 

y = i. 



ober mngefeljrt 



jx = l 

y = 2. 



ober umaefeljrt. 
= o, 

200 



27) x' + y^—-, 



xy 



96 
x-y 



x = 8 

y = 6, 



x = -6 
y = -8. 



28) x(x+y) = Ä, 
x' = 189-y». 



x = 5 

y = 4, 



;x = 4 

y = 5. 



16 
xy' 



29) x'— y' = 56, x— y = 

,x = 4 (X = -2 
' iy = 2, (y = -4. 

30) x' + y' = xy(x+y), 
x*y + xy* = 4xy. 

x = 2, y = 2. 

31) *~ Y _ = 7, yxy = 12. 

,x = 16 ix = 9 

ly = 9, Jy = 16. 

32) x+y+/xy = a, 
x*+y* = b. 
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x = ±(2a+/2a'-b + ^3b-6a'±4a/2a , -b), 

y = l(2a+/2a«-b - y'3b-6a»±4ay'2ä l =b), 
ober umgefebrt ber jweite SSerttj = x uttb ber erfte = y. 

* 33) x + /^y + y = 13, 

« , +xy+y , = 9i. 

ix = 9 jx = 1 
(y = l, ly = 9. 

34) x*+y»+xy(x+y) = 68, 
x'+y , -3x*=12+3y , < 
ix = 4 ix = 2 

|y = 2, iy = 4. 

35) (x« + y*)(x» + y*)^455, 
x + y = 5. 

[ 15 + /-309 

\ x — 6 ix = 3 jx = 2 

J 15X,/=3Ö9 »y = 8. 'y = 3. 
( y_ 6 

35a) (x* + y*)(x» + y') = a, 
x+y = b. 
©u&fiitotrt man gut «Mütjnna,: 



l/-6b'+3y25b*+.24(a-b*) = R, 
fo ergießt fufc: 

,x = i(3b±R), 

iy = i(3bTR). 

36) x*-y , = a, 
xy = b. 



: = ±1 /!Lt 



/a , +4b« 



2 

. ,/« + ) 

y 



2 

37) x«+y'-|-x-y = a > (x t -fy , )(x-y) = b. 
3Ran feeftimmt jun8<$ft x* + y* unb x— y. ©efct man atöbann: 

V4(a + b) - 2a»+(4 + 2a) yV^ib = R, 



26 Vtftt mWimt. 

fo finbet man f$tiefjß$: 



x = i(a + vV--4b±R), 
y = i(-a±^a*-4b±R), 

38 ) (T^ = 61 ' x y = 320 - 

jx = ±20 <x = +16 
|y = ±16, (y = ±20. 

39) a(x-y) = xy, x , + y , = b. 

x = i(-*±Vä*+b±jb-2»*±2aV» % + b), 
y = i(a +y'ä T +b±i/b-2a , ±2a 1 /a , +b). 

40) J''x" i +y'y 1 = 113, fe+Jy = 15. 
,x = 512 ,x = 343 

(y = 343, |y = 512. 

41) y , ? + ^ 5 = 20, 

^ + ^7=6. 

,x = +8 at = ±2f2 
jy = 32, (y = 1024. 

42) x+y = 78, yx"+^y"=6. 



— ±IV4. 



4_ 
3 ' 

43) x+y + V^TT= 12, 
x»+y' = 189. 

/x = 5 <x = 4 
|y = 4, |y = 5. 

44) x*-y , = c, 

(x + y+a)»+(x-y + a)« = b. 
Gr« ergiebt ft$, toettn matt bfe öuabrate auftßft unb y* cttmintrt: 
• x = *(— a+v'b+Zc — a»), 



y = ±*Vb-2c + 2aA + 2c-a\ 
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45) xy , +y = 21, xy+y f ^333* 
SSefttaimt man junäcfcft xy, fp fetgt: 



,x = 2 

W = 3, 



1 



~~ 108 
y = 18. 

46) x + xy' = a, 
xy-f xy* = b. 

ßliminirt man x, fo folgt für y eine einfädle qneferatifdje ©lei* 
cfcung, welche bie SBertlje liefert:. 



gerner ift; 



i+y* 

47) x'-axy^b, 
y*— cxy = d. 

9R«t fnd)e 3Hti«d)ft i = %. 



_ , . ^b — abc-j-a'd+^b— abc+a'd)'— 4b 4 (l-ac) 
x ~±r 2(1 -ac) ' 

__ t .i/ 2d-acd + bc t ±^(2d — acd+bc , )»-4d 4 (l-^a^ 
y_± r 2(l-ac) 

48) (x*+l)y = xy + 126, 
" (x , + l)y = xY-744. 




r 

49) x^+y'wlie, x/y+y»14 
( X=*6 VX5w2y-r-, 



«Y = 4 » (y=plO. 



28 ©fl« «Leitung. 



x 2 +y 2 = 4L 

9Katt fud&e x 2 — y 2 aut ber erftctt ©tetd&uttg. ÄtSbatm ergie&t \idf 
mit $fltfe ber jtDeiten : 

51) *'+7+"' = 7, »'-* ; + ? ' = 8. 
7 x-f-y , x— y 

9Wan erweitere bic Unfe Seite ber erftcu ®Ieu$ung mit x— y, bic 
ber jtpeiten mit x-f y. <£$ folgt f<$Ue§H($: 

x = 6, x = 3, 

52) x 4 ~2x f y , + y 4 -x , + y , ==20, 
x 4 -2x 2 y + y 2 = 49. 

9Man Beftimme x 2 — y 2 unb x 2 — y. SWan finbet enbtt<$: 



x = +3- ,x = ±/6 J -1 2 ' 
y = 2, |y = -l, l+3|/5 

*on x 4 . y* a 1225 

53) ? - + I r + 2xy = - r , 

x+4 = 14-y. 

e« tft leidet, ait« ber erften ber gege&eiten ©fei^ungen xy ju ettt* 
totdefa, «nb au« ber jtoeUen ift x+y fcefamtt. SRan finbet: 

rx = 6 ix = 4 

iy = 4, iy = 6, 

54) x'+yyty = 9, y'+x/iy^lS. 

y~x 1 
— = y unb borau«: 

x=l, y = 4. 
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xy — (x + y) = 54. 

3x 

SRan fcfec junä^ft — r— = z*, Berechne z wib elimuiire barauf y. 

x-f-y 

ix = 6 jx = — -g-5 
! ' = 12 ' jy = -9. 



w % l/i^+i^r =2 > *y+ x +*=84. 



4 
16 



A l 21 

,x = 4 x = - T 

»~ W jy = -21. 



x*-18 = x(4y-9). 
(x = 3, 



jx = 6 

(y = 3, 



3 



58) £±I + -J = ==.-4Li, x = 2 + y«. 
«u« ber erften (Steigung erhält »tan leidet ^i^ ober — • 9»on 

x = 3, y = l. 

59) 2^±^ = 5, X y = 36. 
Yx — Yy 

. x = ± 9, y = 4 4. 

,60) /P + ^y 1 = 3x, yx + ^y = x. 
£>ur$ einfädle (SUtntnattott t>ctt y ergtefct ft<$: 
(X = ix = 4 
|y = 0, (x = 8. 
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61) y + /i = f, S + -5- 



x 54 

SS»- 



2/7 y 

x = 4, y = 9. 
STOan fcefihnme xy unb x*y, unb barauö f#lief;tt<$ x unb y. 
ßo\ X +Y *-y_24 





x— y x+y 5 ' 






1 x* ' x 9/ x _ 


-y 


«u« ber erften (Sftddfctng ergtefct fi# — 


unb mit $ütfe blefe« ©er» 


t^c« f<$Ue&ttc$: 


x==3, y==2. 




63) 


ax— by "== c, 
a*x' — b*y* =*= dxy. 





64) ?!±|y! ==x+ 2 Xyr 

x*— 2y , =256— x/y. 



: _ ±1 /i±^Mi 



y = 



2 ' rx = 16, 
2 



66) x«+x/xy« = 208, 

y'+y Vy? = 1053. 

x=»±ß, y«±27. 

66) x-fxy*— xy-^xy' = a, 
x* + x*y • — x V - x*y* a= b. 

£>urcb Elimination »on x finbet man: 
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_ -b±>M-a' 
j —————— 

atfo: 



y_ a f -b 



(a*-b)» 



2•{a(a , -2b)+by2b-a , }{a+/2b-a , } 

67) x + xy+xy«-|-xy» = a, 
x*-f x*y* — x*y*— x*y 4 = b. 



y = 



a*±2^b(2a*-b) 



a*-b 



(a*-b)* 



2a{a , ±i/b(2a , -b}(2a , -b±yb(2a , -b)| 

68) £ + ?*±l = 20- ] ^£, x + 8 = 4y. 
y i/y y J 

x = 8, y = 4. 

69) x* + y*+x + y = a, 
mxy+n(x*-fy*) = b. 

©ubftituirt matt x*+y* = z, fo erljäft matt, roetttt matt bie cvfte 

@(eicbung quabrirt: 

(a-z)*-z 
xy = 1 

Sllfo, toentt man biefett Sßertlj in bie gtbette ©tei^uttg ctnfefet unb 
jur ÄMürjttttg: 

V(m — 2n)* + 4am (m — 2n) -f 8bm 
mit R Bejei^ttet; 

, . . 2am + m — 2n + R 

X+Y= 2m ~ • 

©efet man Hefen SBertty in bie erfte ®!ei<$uug ein, -fo erhält man 

no<$ x+y, fo bafc bie Sßertlje oon x »nb y oljne @<$toierigfeit ge* 

funben werben Urnen, 

§,5. (Steigungen mit gtoei Unfcefannten, beren «uf* 
tßfung auf reciprofe ©lei^nngen füljrt. 

1) ^r + -4 + — + — = a, x-y = b. 



32 (Srfle »&tyetfo»0. 

x ^ 1 

©ufcftituirt man — ==z unb feftt bann z-\ — = u, fo nimmt bic 

y 5t 

erfie ©feid&ung bic gorm an: 

©efet man atfo jur «bfürjung V4a + 9 = R, fo er&att man: 



-1+R 



unb: 



z = y = i{-l±R + >/2(2a^3 + R)}. 

9Wit #ülfe ber jtocitcn gegebenen ®(et#ung folgt enbti#: 

y = —r , x = b + y. 

-5±R±i/2(2a-3 + R) 

2) xy , + xy 8 ==a, x + xy ö = b. 
©toibirt man mit ber erften ®(ei<$ung in bie jtoeite, fo ergtebt fiä) 
bie reeiprofe @tei<§ung: 

©efct man yH — = z, fo finbet man barau« für z bie quabrati* 
f#e @(ei$ung: 

z ._ z _li± =0 . 

a 



Sllfo wirb, wenn roon V*(ö*+4!b) = R fubfWtuirt: 

a + R 

«u« z ift bann aber ber SBertlj öon y unb alfo auc$ ber t>ou x 
otyne @<$twerigfcit ju enttottfefo. 

,3) xy-fxy 8 = a, x + xy 2 +xy 4 '=b. 
$Dur# Dtoifion ber jtoeiten ©tei^ung burdfr bie erfte finbet man: 

i+y'+y 4 _ b 

yd+i 1 ) ■ ' 

ober, toenn man auf ber Unten @eite mit y* tyebt, unb aWbann 
yH = z fubftituirt: 
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z*-— z-l=0. 
a 



©efct man enblty /4a' + b t = R, fo folgt fd&tte§ttc$: 



y = ^{b±R±^2(-6a t +b , ±bR)} 



unb: x = -r^—. — jr- 

£>ie folgenben ©leidfrungen bicfe« Paragraphen toerben na# ein 
unb berfetben SKetljobe aufgeiöft ©ubftituirt man nämltdfr in bie- 
felben y = xz nnb btbtbtrt bann bfe freiben gegebenen ©feid^ungen 
bur$ einanber, fo t>erfc§ti>inben au« ber refulttrenben reeiprofen 
©leicfcung x unb y, toätyrenb z als einzige Unbefannte barin bleibt. 
SWdctybem mau atsbann bie 93rü#e ftnfer £anb mit ben gemein* 
fc$aftUc$eu gaftoreu, toelcfce ettoa barin entsaften finb, unb ber ent* 

forec^enbeu ^otenj bon z gehoben, fann man immer z-) — ober 

z 

au$y'z+— = u fubftituiren unb btefe neue Unbefannte mit 

#ulfe einer quabrattfc$eu Steigung befttmmen. 3nbem man at$* 
bann benfetben SBeg riiefmärt^ ma$t, ftnbet man z unb f$lief*li$ 
au« einer ber gegebenen ©teietyungen x unb fomit auti) y t 

4) (x + y)(x*+y*) = a, x 3 + y' = b. 

35ie ©teicfyung für z n>trb bie folgenbe: 

l + z + z'+z 8 __ a 

r+z* ~"T' 

$ebt man mit z* unb fefet z*-fz~* = u, fo ergiebt fic$: 

u 2 — 2 _ a 

u«-~3"~ b* 
fo baß: 



-±y^ 



-2b 



teirb. 35a nun z-\ \-2 = u* ift, fo fann man z nnb a(fo audb 

z 

x unb y teic^t finben. 

5) (x + y)(x°-y») = «, (x-y)(x'+y ä ) = b. 

&fyW>ü$ Aufgaben. 3 
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üWan er§5ft ganj analog nadjbem man mit x— y gehoben: 



Vz r » 



-b 



yz — r a — b 

6) (x+y)(x' + y 3 ) = a, x«+y< = b. 
<S« foCflt für u bic ©feid&img: 

u' — 2 + u a 
u*-2 ~~ b' 
atfo: 



b + i/Sa'-ieab + gb' 
U ~ 2(a-b) 

7) ( x + y )(x'+y') = a, (x-y)(x'-y') = b. 
9Wan ftabet: 

u»— 2 + u a 

u* — 2 — u — b 
uttb: 



a + b + ^ga 1 — Mab 4- 9b* 

U = 2(a=bj 

8) (x' + y»)(x» + y») = a, (x + y)(x<+y) = b. 

Die ©teidfruttg für u wirb bie fotgenbe: 

u 4 -5n« + 6 _ a 

u 4 -4u l +2 ~~ b ' 
atfo: 



v _ +1 / 4a-5b + v'8a'- 
— 1 2(a-b) 



-Sab + b* 



9) (x+y)(x* + y 4 ) = a, (x-y)(x 4 -y 4 ) = b. 
@« etgie&t fi#: 

u «-4u'-|-2 _ a 

u*-6u' + 8 ~ b' 



u = + i/3a-2b ±ya'-2ab + 2b' 



a-b 

JO) (x+y)(x 4 +y 4 ) = a, x»+y» = b. 

aKan er&M: 

„ g. Jö» - 4b + y^a' - 12ab + 8b' 
U==± y ~2(a-b) 



£>te quabratiföcn @te«$ungen. 35 

11) (x*+y»)(x»+y 8 ) = a, (x»-y*)(x 8 -y') = b. 



_ , 1 /5(a-b) + /9a*-10b+b t 

U ~ ± f 2(7-b) : * 

12) (x-y) , (x t +y*)(x*-y 4 ) = a, x 8 -y' = b. 

« = i=j (b ±/(b-- •)• + ■•)• 

13) (x*+y*)(x«-y«) = i, (x»-y*)(x'+y<) = b. 

9toc$bem man mit x*— y* geljeSen, ergie&t fi<$ für u bie (Steigung: 

u* _ a 

u*-2 "~ T' 
otfo: 

u =±yi=r 

14) (x , +y t )(x , +y») = ax-y», (x* — y*)(x*— y') = bx»y\ 

gut z finbet fid^ berfetfce ©ertä, wie »nter (11). 2»on er&Mt 
barou« mit pfiffe ber gegebenen ©feidjrotgen: 

2n— 5 



-fi 



/ (l + z')(l+z») 
az 11 
wib: 

2n-5 



T _J z- s (l+z , )(l + z') 

15) (x*+y»)(x*+y*) = a(x» + y»), 
(x* - y f ) (x* - y 4 ) = b(x" + y). 



Wlan ftabet: 



u=±|/: 



2 (2a — b) 
a-b 



uttb: 



H—6 

X : 



_ / (l+z'vq+z«) 

~ r a(l + z») ' 
y = zx. 

16) (x + y) (x' + y«) (x» + y ') = a (« }x + ßV3, 

3* 



36 ßrfte «tt^itnng. 

SWan erbätt: 

u'-fu— 2 _ a 
u«-3 "" b ' 
oCfo: 



_ b+y , 12a > — 20ab + 9 b' 
U 2j*-b) ' 

unb f<bliefjtt<b: 



x = 



a(c + ft/z) |fri-l 



(1+ Z )(1 +2 ') ( 1 + Z») 

y = zx. 



17) (xM-y^Cx' + y 1 ) = aCx' + yVx'+y'-yVx' + y'), 

x' + y 8 = bCx' + yVxM^-yVxMT'). 
SWoti ftabet: 

u 4 — 5u* + 6 _ a 

u^-öu'+ö ~~ b ' 
ober: 



U -' 2(a-b) 

3ft z gefunben, fo ergiebt ficb f#(ießtic$ für x eine quabratifcfc 
@(ek6ung öon ber ftorm: 



, t , ^ (l + z')(l + z')-azyi +z' a 

X -f- X 3 3 = 0- 

zVl + z* zVl + z» 

18) xy-j-xy' — x— xy* = a, 

x *-f x y +x*y 4 + xY = b. 

Ouobrirt mau bie erfte ®tek&ung, na$bem man fte in ftafto* 
ren jerlegt Ijat unb btoibirt fie ol«bann burcb bie gtoeite, fo ergiebt 
ß#, nwbbem man mit l'+y* gehoben unb: 

. 1 

3 y 

gefegt b>t: 

u* — 2u _ j£ 
o'-2 ~ b' 
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a(fo: 

u = yH — = = aI — 8 — r ■ — 

J ' y a 1 — b 

19) x + ay + -£ = a, x*+/»y* + -£ = b. 

£>toibirt man bie erfie bicfcr ®(eic$ungen mit y unb bie jtoette mit 

y% fo erhält matt, n>enn man — = z fefct: 

z^ f-a = — 

1 z ' y 

unb: 

(Stiminirt man a(fo y unb fefet z+— = u, fo flnbct man: 

z 

u , + 2aa + a t _ a' 

^-2 + /» ~ b' 

alfo: 



. 1 ba + iVb«' + (2a* - a a /9) ( a 1 - b) 

U = Z-^ = =^ !-V — r ^^ -• 

1 z a* — b 



$at man barau* z gefunben, fo folgt: 

a 



x = 



1 + az + z* 

«n bicfc ©feictyung f<$lie§en toir no# einige anbete an, mtyt \id) 
nur ffir fcefonbere SBerttye iljrer ßoefflcienten auf quabratifcfce ®lei- 
jungen jurücfffiljrett laffen, im Allgemeinen aber Den einem Ijöljeren 
®rabe finb. ®aljin gehören bie folgenben: 

20) x+*y + £ = a, x»+/?y 8 + 5 = b. 

x 1 

3Benn man lieber — = z fufcfiituirt unb z -| — = u fefct, fo ge* 

y z 

Ijen bie fceiben ®fei$ungen in bie folgenben über: 

. a 

u-j-a =s — 

y 

unb: 

u>_3u + /J = £. 



1 
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äBenn man jefct y 8 etiminirt, fo ergtebt fi$ eine ©(eid&ung, t»et<$e 
in SBejfeljung auf u im ungemeinen Dom brüten ©rabe ift, nämti(§: 

(a 8 -b)u 8 -3abu*-3u(a 3 -ba , ) + a 3 /?-ba 8 = 0. 

3ft aber b = a 3 , ober auety a 8 0— ba 8 = 0, fo erljStt man für u 
eine quabratifetye ©leid&ung, fo ba§ bie Sluftöfung be$ gegebenen 
®let$ung$fofteme$ leine »eiteren ©d&toierigfeiten barbietet. 

£ätte man u etimmirt, fo fänbe man für — bie ©teietyung: 

(a 8 -b)(l) 8 -3a«a(^y + 3a(a«-l)l^a 8 + 3a + /S = 0, 

fo baß fid& bie @tei<$ung nod& auf ben streiten ©rab rebucirt, 
toenn ß = a*— 3a ift 

21) x + «y + ^ = a, xHi»y 4 + ^ = b, 

£)urd& biefelbe ©ubfittution tote in ben beiben bortyergeljenben 
dummem finbet man: 

a 



unb: 



u + « = 

y 



u 4 -4u« + 2 + /S=-£, 



fo bafe fid& nad& (Sttmination b*n o eine ©teid&ung ergtebt, toeld^c 
bie $orm fyat: 

(*'-*)({)'- Wj) +2a«(3a^2)(|) 2 -4aa(a^2)i- 

+ a 4 -4a f + 2 + /? = (X 

3Mefe ©feid&ung lägt fi<$ auf ben jtoeiten ©rab rebucireu, euttoe- 
ber, toenn: 

a* = 2 unb: /S = -2 + 4a , -a 4 
ift, inbem alSbaun bie beiben festen ©lieber berfd&totnben ober toenn: 

a 4 = b unb: = — a 4 + 4a f — 2 
ift, ba in biefem gaöe ba« erfte unb ba* tefete ©lieb fortfallen, Qn 
ben anbem nod& mögttd&en fräßen, wenn nämlid^ a ober a = ift, 
toirb bie <$ara!teriftif$e frorm ber urfrrünglictyen ©teid&ung boH* 
ftänbig »eräubert, unb ifyre «ufföfung einfach Dagegen toirb bie 
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©(eic^ung rectyrof, alfo auftddbar, toemt: 

a = l unb: b = -a 4 +4<x , -/?-l ift. 
ffitiminirt man y, fo ergiebt ji<$ in SSejieljung auf u ebenfaßs 
eine biquabratiföe ®feic$ung, toetctye fic$ aber auf eine quabratifctye 
rebucirt, »enn: 

a 4 = b unb : « 4 b = a 4 (2 + ß) ift. 

22) x + ay + ^ = a, x ö +/»y ft + ^- = b. 

9Man erhält für u bie folgenbe ©Iei<$ung: 
/u + a y = n 5 -5u 8 + 5u + /y 

(Bntoideft man biefe ®(et#ung fünften ®rabe$ na$ *ßotensen bon 
u, fo ergeben fi$ ebenfalls berfc&iebene fjäfle, in n>eft&en fie qua* 
bratifdfr toirb, ©* ift bie* j. 83. ber gatf, toenn: 

b-a 5 = 0, a 4 b-a 5 = unb: a 5 b-/Ja 5 = 
ift; toenn man alfo j. SB. l>at: 

a = l, = 1 unb: a 5 = b. 
#ätte man u etiminirt, fo ttürbe bie refultirenbe ®teu$ung no<$ in 
einem anbevn gaße quabratifty geworben fein« ÜWan müjjte ju bie* 
fem 3t»e<fe Ijafcen: 

a 5 = b, a*-3a*+l = 0, 
fo ba|: 



»±y^ 



•5 



2 

ift; unb brüten*: 

/? = a 5 -5a s -f5a. 
gaffen toir bie gefunbenen JRefuttate jufammen, fo ergiebt fi$, ba{? 
man unter anbern no# folgenbe ©tyfteme auf quabrattfctye ®lel<$un- 
gen jurütf führen fann: 

23) x + «y + ^ = a, x ' + /Jy 8 + £ = a*. 



x ' . . . . x - 

irt «,6 



24) x + oy + ^ = a, x « + «(a»-3)y»+|y = b. 

25) x + «y + £ = a, x » + -^-y» + ^ = b. 



40 
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26) 


•*» X 


27) 


*+y4™ = a > ' x4 +y 4 +|r = a4 - 

* X 


28) 


v f v 10 



§. 6. ©(eid&ungen mit me$r als jtoet Unbefannten. 
©ir beginnen mit einer ©ru^e bon ®fetd&ung$foftemeu, tt>er$e 
fämmtlidfr baburdfc aufgetöft »erben, baß man ©umme nnb <ßrobuft 
bon ie jn>ei ber UnBefannten ju beftimmen fudpt, fo ba§ man f<$(te§* 
ti<$ bie lederen felbft burety einfache quabratifdfre ©teidfrungen pnbet 
1) xu = yz = a, 
x + y+u + z = b, 
x 8 +y , +u* + z , = a 



©efet man: 
fo toirb: 



x + u = s nub: y + z = t, 



x*-f u* = s* — 2a unb: y , + z , = t t — 2a. 

Wim erhält alfo für s unb t bie beiben (Steigungen: 

s + t = b unb: s 2 -ft* = c + 4a. 
Daraue finb aber s unb t leidet ju beftimmen. SWan finbet, toenn 
man j/2c + 8a — b* = R fefct: 

x + u = *(b±R), 
Y + z = i(b + R). 
Da aber xu unb yz gegeben finb, fo fofet f$He§ß$: 
x == i (b + R ± >/2c~8±2bR). 

«u« tiefen bier 2Berttyen bou x folgen bann, toie man fic$ leidet 
überzeugt, bur# einfädle« 33ertauf<$en ber SSorjeidjfen bie ffierttye 
ber brei anbern Unbekanntem 

2) xu = yz = a, 

x— y-f-u — z = b, 
x 1 — y i +u t — z* = c. 

©ubftttuirt man toieber: 

x-fu = s unb: y + z = t, 
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fo erfyüft man: 

s — t = b unb: s f — t f = c, 
alfo: 

, ' c + b f 

s==x + u== -ib-' 

2Kan erhält fötte$(ic$: 

x = ^.(c + b , ±i/(c + by-16ab t X 

£>urc$ SSertaufctyung *>** ©urjefoorjctcfcen* folgen barau* fofort bic 
beiben ffiertlje t>on u, unb, toenn man c — b* fix c+b f fubftituirt, 
bic betben «Berthe t>on y unb i. 

3) xu = yz = a, 

x + y + u + z = b, 
x 8 +y s + u , + z 8 = c. 

©ubftituirt man toieber: 

x + o = g unb: y + z = t, 

fo ^er^ätt man, toenn man bic ©ertlje in bie Beiben fefeten ber ge- 
gebenen ©teid&ungen einfefct: 

s + t = b unb: s 3 + t 8 = 3ab + c. 
Raffet ergiebt p$: 

s = x + a F i (3b*±)/3b(12ab + 4c-b*)), 

unb bur$ 93ertauf#ung be« S33urjefjeic$en$ ebenfo t, ©efct man 
mithin: 

•3b(12ab + 4c-b 8 ) = R, 
fo pnbet man: 

x =; -^ (3b , ±R±/6b(b 8 -18ab+2c±bR)). 

3?urc$ SSertaufcfyung ber 33orjei<$en erhält man bie brei anbern 
(Stößen. 2Ran bemerfe babei, au$ fär bie folgenben Aufgaben, 
baß überhaupt nur bier Kombinationen ber ffiurjefa möglich finb, 
unb ba§ |e fcier öerfäiebene berfelben eine gufammengeljärtge ©rujtye 
bon ®tei<$ung$tourjeln bttbem 
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4) x:y = z:u, 

x + u = a, 

y+z = b, 

x«+y» + u , + z t = a 
2Kan fefce xu = yz = t. *g$ ergiebt fic$ leidet bur<$ Quabriren 
unb Sfobiren ber jwetten unb brüten ®teic$ung: 

a' + b'-c 

t_ s 

6« ift alfo: 

x = ^(a + |/c^P), 

£)urd& «ertaufd&ung Don b mit a folgen barau* au$ bie Sßertye 
bon y nnb z. 

5) x:y = z:u, 
x — u = a, 
y~z = b, 

X* + y« + U*+z' = C. 

Wlan credit ebenfo tote in ber bor$erge§enben SRummer: 

c — a 2 — b* 

xu = yz = t = 

4 

golgttc^: 



x = i(a±^o-b i ), 

£)urc$ aScrtaufc^en bon b mit a folgen barauS toieber y unb z. 
6) x:y = z:u, 
x + u = a, 

y+z = b, 

x 3 +y 8 + z 3 +u 3 = c. 
SBenn man bie jtoeite nnb brüte (Steigung in bte britte ^otenj er* 
tyefct nnb bann abbirt, fo finbet man leidet: 

a 3 + b 3 — c 
' = " = *= 3 (a + b) ' 
«fo: 
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T)ütö} 33ertattf($en be* SBurjcIjcid^enö ergtebt fty koieber u unb burdfr 
93ertaufd^en bcr beiben Soeffictenten a unb b bic ffiertlje bon y unb z. 
7) x:y = z:u, 
x + u = a, 

y+z = b, 

x 4 +y 4 +z 4 +u 4 = c. 
aKan finbet, toenn man xu = yz = t fefct, bic jtoeite unb britte ®fei* 
c$ung in bic bicrtc ^Jotenj ergebt unb bann abbirt, na$ einigen £ran$* 
fcvmationcn bie quabratif$e (Steigung: 

t »^ t(a « +b « )+ a4 + ^ c = , 
ober: 



t = xu = yz = i(a t + b t ±V2fk % b t + c), 
©Jan erhält olfo: 

x == |(a ±V'-a f -2b* + 2V2?S r +o) 
unb u bur$ 33ertauf<$ung ber 93orgeic$en ber großen SßurjeL 
(Sbenfo ift: 

y = i0> ± y-2a*~b t + 2y'^V+7), 
toäljrenb im StoSbrudfe für z bic große ffiurjct nur bie entgegenge* 
festen ^iäftn Ijat. 

8) x:y = z:u, 
x + u = a, 
y + z = b, 

x 5 + y 5 + z 5 + u 5 = c. 
35ur$ Operationen, toelttye benen in ben fcorljergeljenbett 9?um* 
mern ganj analog finb, finbet man au$ einer quabratif c$en ®Iei* 
$ung: 

t = xu = ^ = 2(STbj {a3+b8±R ^ 

toeiw man jur $&ffirjuna,: 

»/a' + lOaV+b» — 4ab(a 4 + b < ) + 4c(tTf b) 

r 5 =R 



fegt. 6« ergiebt fl<$ olfo: 



= t (-±r-r + r T2B ) 
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unb barau* y bur$ SBertaufd&ung bon a mit b unb be* SSorjei* 
c$en$ bon R. 

ffiäre bfe bierte ber gegebenen (Steigungen, bon einem leeren 
al$ bem fünften ®rabe getoefen, fo tyätte fi# bie ®(ei<$ung für t 
nid^t meljr auf eine quabratifd&e gurüdfü^ren (äffen. 

9) x:y = z:u, 

x + y + u + z = a, 
x , + y t +u*+z , = b, 
x 8 + y 8 + u 8 + z 8 = c. 
©efct man: 

x + « = s unb: y + z = t 
unb abbirt bie jtoetten unb britten *ßotenjen biefer ®lei($ungen, fo 
ergiebt pc$: 

s + t = a, 
s t 4-t t = b+4xu, 
s 8 + t 8 = c + 3axu, 

eiiminirt man mit £ülfe ber erften biefer ©teic^ungen toieber s unb 
t, fo ergeben ftcty für bie Unbefannten xu unb st bie beiben ©tei* 
jungen erften ®rabe$: 

2st+4xu = a f — b, 
3ast + 3axu = a 8 — c # 



Wlcm Ijat mithin: 



unb: 



, a 8 +3ab — 4c 

st = — i — 

6a 



a 3 -3ab + 2c 
xu == - 



6a 
Da aber s-ft = a n>ar, fo finbet man: 

s = x + u = -^-(Sa' + i/Safa 3 - 6ab + 8c)), 
oa 

unb ebenfo t mit entgegengefefetem SBurjeljeid&en. @efct man affo: 



•3a (a 8 — 6ab + 8c) = R 
unb: 

-2a 8 4-9ab-4c = p, 
fo erhält man: 
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x = j^ (3a f ±R + i/6a(p±aR)). 

£)ur$ SBertaufd&ung be* SBurjetjeictyen* folgt u, unb bur# S3ertau* 
f<$en be$ 33orjetc$en$ &on R ber ©ertlj t>on y unb z. 

10) x:y==z:u, 

x — y + u— z = a, 
x f — y f + u*— z* = b, 

x 3 — y'+u 8 — z* = c. 

2Ran erhält für s unb t bte ©teid&ungen: 

a) s — t = a, 

b) s'-t^b, 

c) s s — t 8 = c + 3axu. 

«u« (a) unb (b) folgt: 

_b+V ft _ b-a' 
S ~~ r 2T'' l ~ 2a ' 

@efet man bicfc ©ertlje in (c) ein, fo ergte&t fi<$: 

a 4 + 3b , -4ac 

™ = Y Z = 15? 

«(fo, toenn man 16ac— a 4 — 9b * = p fefet: 

x = I ~ r (3b + 3a»±y3(p + 6a'b)). 

$)en SBertJj t>on u erhält man, toenn man in biefem 8u$bru<Je ba$ 
©urjeijetc$eu bertaufdfrt, unb y unb z finbet man, toenn man für 
+ a f einfefet — a\ 

11) x:y = z:u, 

x + y + z + u = a, 
x t + y , + z t + u , = b, 
x 4 + y 4 + z 4 +u 4 = c. 

©efet man toieber x+u = s unb y + z = t, fo ertyätt «w« a « 
©teKe be« gegebenen ba$ fotgenbe ®leic$ung«foftem mit brei Uube* 
lannten: 

1) s + t = a, 

2) g'+t^b + n, 

3) s 4 + t 4 = c + 4bxu + 12xu*. 
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3tu« (1) folgt aber: 

s f -f-t f = a f — 2st, 
unb: 

s 4 + t 4 =:a 4 -4a , st+2sV. 

©efet man biefe S35ert$e in (2) unb (3), fo ergtebt fU}: 

2st + 4xu = a 2 — b 
nnb: 

28*1« — 4a f st + a 4 = 12x V + 4bxu + c. 

£)ur$ Stimination Don xu au$ biefen beiben (Steigungen erhält man:. 
8 H' +s t(a'+b)- (a ' + b /~ 4C = (). 



ober toenn man V r 2(a , +b)* — 4c mit R &ejet($net: 

st==|(— a f — b±R), 
tofiljrenb: 

xu = yz = i(2a* + R) 
toirb. @$ loar aber s + 1 = a, alfo crgicBt fid^ : 

x + u = s = i(a±^3a , +2bq:R) 
nnb: 



- y + z = t = *( a + •3a , + 2b +.2R). 
©efct man enb(i$ no$ gur Äbfürjung: 

l/3a , + 2b + 2R = P 
unb: 

-4a , +2b + 2R = Q, 
fo ftnbet man ba$ fotgenbe 9ief uttat: 



x = i(a±P±/0±2aP). 

©er ttutbrud fflr u untertreibet ficty nur bur$ ba« umgefeljrte 

aSorjcid^cn fcor ber SBurjet unb bie Sßertlje Don y unb z ergeben 

jt<$, toenn man ber £fitf «große P ba* umgelegte SSorjei^en giebt 

12) x:y = z:u, 

x + y + z + u = a, 
x*+y t +z t +u" = b, 
x 5 + y 5 + z 6 + u 6 = c, 

9lac$ Stnfü^rung ber ®rö§en s unb t erhält man ganj analog lote 
in ber vorigen Kummer: 
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2st + 4xu = a , —b, 
c + 5a 3 xu — löaxust — 5ax V = a 5 — 5a 8 st + 5as V. 
Sttmtairt man au$ betben ®Ietc$ungen xa, fo ergtebt ftc$ für st bte 
quabratifctye ©leid&ung: 

sV+2bst-^(a 5 +10a 3 b+5ab»-16c) = 0. 

©efct man affo: 

V5a (a 6 + 25ab f + 10a s b - 16c) = R, 
fo erbätt man: 

h -lOab + R 

sl = — ToT- 

unb: 

5a 3 + 5ab + R 



xu = yz = 



20a 



©efct man ferner: 

^5a(5a 3 + 20ab + 2R) = P, 
fo flnbet man: 

s = x + u = - [ ij r (5a t + P), 

@$t man no$: 

~5a 8 + R = Q, 

fo toirb: 



x = ^ (5a* ± P ± i/10a(Q + aP)). 

£)ur$ entforectyenbe 33ertauf$ung ber SSorjetc^en ergeben fi$ bann 
au<$ fofort bie anbern brei unbekannten ©rö&en, 

* « Y _ B 
l-bu^l-bv ' 

*= = * 



1 — cu 1 — cv 



1 — du T l — dv 



*- = D, 
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(Schafft man junä$ft bie Kenner in allen fcier (Steigungen fort, 
fo fann man folgenbe ©ubfrttutton machen: 

x+y = P, u + v = r, 
xu-fyv = q, uv = s. 

ö« ergeben fity bann bier (Steigungen crftcn @rabe$: 

p — aq = A(l — ar + a f s), 
p-bq = B(l — br+b f s), 

p — cq = C(l — cr + c*s), 
p — dq = D(l — dr + d's). 
$at man au$ blefen ©(errungen p, q, r unb s gefunbeu, fo ift 
e* tetc$t, mit $utfe ber erhaltenen Sßertye bie urforfingtic$en Unbe- 
fangen fetbft ju beftimmem 

14) x + y = a, 
xu+yv = b, 
x^ + yv* = c, 
xo 8 + yv ,= = d. 
3nbem man aus ber erften unb gtoeiten, fetten unb britten, brit- 
ten unb vierten (Stellung bie @r5ge y elimintrt, erhält man: 
x(u — v)p=b—av, 
ux(u — v) = c— bv, 
u f x(u-— v) = d — cv. 
©urcty Sttmination bon x ergeben ft$ bie beiben ©teid&uugen: 

b(u + v) — auv = c 
unb: 

0o(gli$ erhält man: 



c(u + v) — buv = d. 
bc— ad 



unb: 



u + v = 



UV = 



b* — ac 
c*-bd 



b f -ac 

«u* biefen (Steigungen ergeben fi$ u unb v unb bamit au# x unb y. 

15) x + y + « + u = a, 

xy + zu = b, 

xz + yu = c, 

xu + yz = d* 



2>te quabrattföen ©(«^nngcn. 49 

SBtCbet man mit £üffe biefev ©leidfrungen bie SBert^e: 

a*— 4b— 4c, a*— 4b— 4d unb: a*— 4c— 4d, 
fo ergeben fic$ fotgenbe brci ©teid&ungen: 

2) x— y — z+u = ±V**— 4b — 4c = + <J, 

3) x— y + z — u = +/a*— 4b — 4d =±y, 

4) x + y-z-u = +^a t -4c— 4d = + /S. 

®ur# «bbition bcr fämmttid&en ®(eic$ungen (1), (2), (3), (4) er* 
Ijäft man: 

x = l(a±ö±y±ß). 

2Rulttyltcirt man ferner (2) unb (3) mit — 1, fo ergiebt ft<$: 

y = i(a + d + y±ß) 
unb äfyittcty: 

u = i(a±d + r +/*). 
16) y» = xz, x +y + z = a, x 2 + y 8 + z* = b. 

«u* ber jtoetten (Steigung folgt, toenn man y auf bie anbere @eite 
fc^afft unb quabrirt: 

x*+.z* = (a-y) f -2y f , 
ba y* = xz ift. @efct man biefen Sßerty in bie tefcte ®tei<$ung 
ein, fo finbet man: 



$)a nun: 



a' + b . (a'-b)* 

X+Z = ~2T unb: XZ== 4^ 



ift, fo erljSft mau x unb z. 

3n berfelben Suflßfung toäre man gelangt, toenn man mit 
£fitfe ber erften ber gegebenen ©teic^ungen y eliminirt unb bann 
junä^ft x + z unb xz beregnet tyätte. SWan tyätte gefunben: 

ZX ~ 4a« 

unb: 



, a'-fb w 3a*-b 



@$€tifca$ ftufgafcen. 
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©er (entere ©erfy wu + z giefet noi$ eine anbete ©nippe Don 
S5$urjeln £ bie Beider vorigen SlSuflöfnng nW&t hervortraten. 

b v 

SSHbet man ben Sßertfy toon — unb fefet — = v, (o ertyätt man: 

c x 



~ b + c 

a* 
SUbet man ferner -r- nnb fefet ben für v gefunbenen ©ertty tti bie 

erhaltenen ?fa$brü(fe ein, fo ergiebt ftty eine ©leicfynng für bie Un* 
bcfannte z, toelctye bie ©urjrfn liefert: 

_ a' — b + yV^-T' 
Z ~"a , + b±i/b t — c* 
ajlit #ütfe biefe« ffiertfc« erhält man: 

, 2j(b±VhT=7) 

y a' + b + ^b'-c« 

> — gefunben to< 

x nnb y, i 



nnb ba au# — gefnnben toar, fo finbet man lektyt We Söert^e bon 



©übet man — , fo ergiebt fi<$: 

8 

gerner Ijat man: 

x — y = a(l — z). 
Duabrirt man btefe Beiben ©Wangen, fo finbet man bur# abbi- 
tten unb ©nbtrattion: 

' ^+y f =2^(b f (l + ^ + a*(l--zr), 

SBilbet man enbfi<$ no# — unb fefct in bie refuftirenbe ©tefc$ung 

a 
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bie «Berthe »ort xy unb x f + y f ein, fo erliefet flc^ für z bie 
(Steigung: 

,t a'-3b» + 2ac 

«»* ben SBertljen t>on x+y unb x— y in z fotflt enbtufr: 

x = Ä {b(1 + z)+at(1 -" z)} 
unb: 

y = ^{b(l + *)~a'(l--z)}. 

£at man bie ©oefficienten a, b, c fo getoäfytt, bafc b = a* unb 
c =. a 3 tt>irb (3, SB. a = 2, b = 4, c = 8), fo »erben bie ®lei* 
jungen unbeftimmt. 9tfan erhält nämli$, toenn man y = xz fefet: 

x = a, x 2 = a% x 8 = a 8 , 
fo baß gtoar x = a ift, ber ©ertlj Don z aber böüig unbeftimmt 
bleibt. 

2Kan tt>trb übrigen« auf ®leic$ungen »on ber gorm ber gege* 
benen geführt , wenn man folgenbeS ©Aftern mit ben unbefannteu 
©röfcen x, y unb« aufjutöfen tyat: 

x+xy+xy 8 — -fxy"- 1 = a, 

x'+xy+xy - +xY n_2 = b, 

x 8 +x s y 8 +x s y 6 H hxV n ~ 2 = c - 

©ummirt man nämlidfr bie geometriföen {Reihen ber Rufen ©eiten, 

fo folgt: 

y n — f t f n -l . u ,f B - 1 

x^— r = a, x»^— r =-b unb: x 8 -L ==r = c, 

fefct man alfo xy n =z, fo erljSft man, n>ie oben: 

X — Z X f — Z f . . x* — z* 

lowiiizi«- *'-yV _ b x *-y 4 - e 

3Wan Mibe -J- unb -jp ^«n P« t,et: 

w 1 + 8 • w w 1 + *» b 

4* 
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Quabrirt man bic ®tel<$ungen (1) unb (2), fo erJjäft man bur<$ 
«bbition: 

x,+yf = ^ r ( b,(1 + z)t+a4(1 ~ z), > 
©efct man biefen ffiertl) in (3) ein, fo erhält man für z eine qua« 
brattföe ©letd&ung, toelctye bie SBurjefa liefert: 



_ h(a 4 -h , ) + 2a/(a , b--c)(a , c-b 8 ) 
Z ~ a 4 b+b 8 -2a , c 

Die gBertye ton x unb y ergeben ft$ enbtity leidet, ba man x+y 
unb x— y fc$on bur# z auSgebrüdft Ijat. 

^luf bie fcorliegenben ©leid&ungen lägt ftcty auc^ ba$ ©Aftern 
mit ben Uubefannten x, y unb n prücf führen: 

x+xy + xy*+ ••• + x y n "" 1 = a> 

x ! +xy+xy+ ... +xY n - 2 = b, 

x 4 + x 4 y 4 + xyH \-xY n ~* = c, 

toenu man nur xy n = z fubftituirt 

20) 2L=X = a , -^- = b, -£^ = a 

' 1 — z ' 1 — z s 1 — z 5 

Dtotbirt man bie jtoeite ©tei^ung bur$ bie erfte, fo ergiebt ftdfr: 

x 8 +xy + y* = 4 (1 + Z + z,) ' 
Quabrirt man ferner bie erfte ©feic^ung unb fubtraljirt fte ton ber 
foeben gefuubenen, fo ergiebt ft<$: 

xy = ^(b(l + z + z')-a 3 (l-z)«) 
unb baljer: 

xf+y, = "fe( 2b(1 + z " fzt) + aS(1 "" z)2 )• 
fjerner fann man bur$ weiteres Duabriren enttoidfetn: 

x 4 +y 4 =^,{2b^l+z+z , ) f +8a 8 b(l-z)«(l+z+z*)-a fi (l-~z) 4 }. 

©totbirt man aber bie lefete ber gegebenen ©teid&ungen bur$ bie 

erfte, fo ertyätt man: 

x 4 + y 4 +xy ( x « + y » )+x y c 

z 4 +l + z > + z + z* a ' 
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©uBftituirt man in biefe ®tei$ung bie für x 4 -f y 4 , xy unb x' + y 1 

gefunbenen Sßertlje in z, fo ergtefct fi#, mm ncd) jur «bfürjung: 

5b» + 5a a b-a° = p, 

10b , ~5a 8 b + 4a 6 = q, 

15b , -6a e = r 

gefefet toirb, für z bic rectyrofe ®tei#ung: 

■p(«'+F) + «( I + T)+ r ö 
j- j = 9ac. 

©ubftituirt man atfo z-J — = u, fo erhält man für u eine qua* 

z 

bratifd^e ®(ei<$ung, toetd&e aufjulöfen ift. ?fa$ u folgen bann ein* 
fa<# bie Sßertlje *on z unb barau« toieber bie t>on x unb y. 

2fof bie borfiegenben ®teic$ungen toirb ba$ ©Aftern mit ben 
UnBelannten x, y unb n jurütf geführt: 

x + ry+xy'H [-xy»- 1 = a, 

xS + xY + xYH (-xV n - 3 = b, 

x 5 +x 5 y*+x 8 y l0 + ... ^. x yn-6 _ c# 

2flan erhält näm(i<$: 

y n — 1 
xy =I j- = a, u. f,tt>., 

f o bafc man nur xy n = z gu fefeen l>at. 

gerner gehören ebenfalls Ijterljer bie ®fei$ungen: 
z-1 8 z'-l 6 z 6 -l 

y— 1 ' y — 1 y — 1 

§. 7, Stellungen, bereu »ufiafung bur# Sinffil}* 
rung bon ÄretSfunltionen beretnfa^t toirb. 

1) x'-y^b'-t*, 

2) bx+ay = c(ab— -xy). 

<S$ taffen ft$ biefe Beiben ©leid&ungen gunäd^ft auf rein alge* 
braif#em ©ege auftöfen. 93efttmmt man ben SBertty bon y*+b f 
au* (2) unb fefet tljn in (1) ein, fo ergtebt fi# eine (Steigung, 



e 
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»eldfre mit bei* gaftor a 2 -f x f gehoben toerbeu fann. ©arauS er* 
gicbt fty: . 

i ' 

atfo, toenn man nur a mit b toertatifd&t: 

-b+ai/T+V 

y == = ! — • 

J c 

(Sine anbete gtoar längere, bo<# elegante «ufföfung ift fotgenbe* 

SRan fefce: 

(3) bx + ay = u 

unb: 

(4) ax — by = v. 

£)nrd) SRulttyüfation folgt barauä: 

abCx* — y«) — xy(b f — a 1 ) =* uv, 
ober na$ (1): 

(ab — xy) (b 2 — a 2 ) = üv. 

äuS (2) unb (3) aber folgt! 

(5) ab-xy=~ 

£>aljer erhält man: 

b 2 -a 2 

v = . 

c 

Ouabrtrt man ferner (3) unb (4) unb fubtratyrt bie erhaltenen 

(Steigungen, fo ergiebt fi$: 

(b 2 ~a 2 )(x 2 -y 2 ) + 4abxy==u 2 ~-v 2 , 

ober na# (1): 

(b 2 — a 2 ) 2 + 4abxy = u 2 — v 2 . 

©efct man in biefe ®(ei<$ung für xy feinen XBertty au« (5) unb 
für v ben foeben gefunbenen StüSbrud, fo erhält man für u eine 
(Steigung jtoetten ®rabe$, n*l<#e bie ©urjeto liefert: 



u = — {-2ab ± (a 2 +b 2 )|/l + c 2 }. 
c 

£ie fc^on oben gefunbenen SBertlje Don x unb y ergeben fi$ alfo 
and bem @lei$ung$ftyfteme erften ©rabeä; 
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bx + ay^j-^ab + Ca'+bVH-c*}* 

. b^a 1 
ax — by = 

@nbtid& fonn matt bur# trigonometrifd&e ©ufcftttuttonen bie gegebe* 
nen (Steigungen auf eine Steife auftöfen, toeld^e befonber* für bie 
tutmeriföe Meinung bortljettyaft ift. ©ubftituirt man uämitcfr: 

x = atg<p unb: y = btgtj/, 
fo nimmt bie (Steigung (2) bie gorm an: 

c ^ *gy+tgv 
1— tgytgv' 

(6) = tg(p+y). 

Die ®Ieic$ung (1) hingegen geljt in bie folgenbe über: 

a» = b» 

ober: 

(7) acost// = bcosqp. 

£at man nun au$ (6) einen SBinlet X = g>+y gefunben, ttefc$er 

jttifd&en ~y unb +y liegt, fo folgt au« (7): 

a cos(A — g>) = b cos <p, 
ober: 

b— acosA 
^^ asinA ' 

Dur<$ 93ertaufc$ung Don a mit b erhält man ebenfo: 

a— bcosA 
W- bsin* ' 

Der ©tetd&ung (6) genügen ober aufcer bem SBinfel X no$ eine un» 
enbltd&e Steige &on Sßinfeln, »ett&e fämmtfity in ber gorm ent* 
Ratten finb: 

A + IITT, 

toenn man unter n irgenb eine gange, pofitibe ober negative, 3aljt 
»erftefyt <S« liefert aber nur ber ©intet X+n jtoei neue Sßertye 
bon q> unb ^ nämli$: 
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b 4- a cos A 
° y a sin a 

unb: 

a . a + bcosl 

w- — ranr- 

<g« ergeben fic$ alfo überhaupt jtoei SBerttyaare für x unb y, 
toett&e natürlich mit ben auf atgebraiföem SBegc gcfunbenen über* 
einfiimmen. 

2) p^- = n, 
' 1 — xy 

^ = b. 



•1+xVi+y" 
Duabrirt man bte Beiben ©leid&ungen, fo ergiebt fi<$, toenn man: 

x* + y f = u unb: xy = v 
fefet: 

u+2v = a f (l — 2v + v*), 
u-2v = b t (l+u4-v t )/ 

SKminirt man u, fo eröält man für v eine quabratifd&e ©leid&ung, 
toetc$e bie SBurgefa liefert: 

.._ a+» g )(i-fc , )+i±^(i+« , )(i-b') 

««-b'-a'b* 

$)a femer: 

u = a 2 (l — 2v-f v 2 ) — 2v 

ift, fo fönnen x unb y oljne @<$toierigfeiteu gefunben »erben» 

Um bie gegebenen (Steigungen trigonometrifd) aufjutöfen, fefce 
man: x = tga, 

y = tg£ 

ÜDie erfte ber gegebenen ©leid^ungen geljt bann in bie folgeube über: 

(3) a = tg(a+/?), 
SDtc anbere hingegen nimmt bie gorm an: 

{tg a — tg/J) cos a cos ß = b, 
ober: 

(4) b = sin(a — ß). 

<S$ fann alfo an* (3) unb (4) mit #ülfe ber trigonometriföen 
£afetn <x+ß unb a — ß unmittelbar gefunben »erben, SDerSBütfel 



2>te quabratifgeft Glefo&uttgeit. 57 

a-\-ß nun, melier gtoiföen unb t* Hegt unb ber ®(ei<$ung (3) 
genügt, »erbe mit 9) bejei<$net Äl$bamt ftnb bie f&mmtlid&en un* 
enbH<$ bieten ffiurgetn ber ®tei$ung (3) bur<$ bie (SWeid&ung ge* 
geben: 

a + ß = q> + nn, 
in toettfrer n jebe gange 3 a W Jtoif^en +°° w* — °° f^ tt tonit 
©egeidfrnet man efcenfo ben SBinfet x— /?, »eft&er ber ©teid&ung 
(4) genügt unb gtoiföen — in unb +\n Hegt, mit ys unb ift k 
irgenb eine gange &ty, fo jinb fämmtHc$e anbere ©urgeln berfet- 
ben @lei<$ung in ber formet enthalten: 

a~/? = (~l) k ^+k^ 
£>ur$ abbitten unb ©ubtraftion ergiebt ftd> atfo: 

ß- 2 ^ + — 2~ «• 

9Kan fefee nun gur Äblürgung: 

ZpL = X ttttb: £=*=,, 

fRimmt man junäd^ft an k = 0, fo ergeben fi$ bie ffiurgefa: 

X = tg(A + y7j), 

in toel^en no$ für n aHe gange Balten gu fefceu finb* S« genü* 
gen aber offenbar f$on bie ©ertlje: 

n = unb: n = l, 
ba man fär fämmtfid&e anbere gange Balten nur biefelben SBurgeto 
x unb y toiebererljatten toflrbe. 2Rau finbet bemna<$ bie Serttyaare: 

x = tgl 
unb: y = tgj*, 

x = tg(A + £nö = — cotil 
unb: y = tg(f*+i*) = — cotjt*. 

©ubftitttirt man gtoeiten« für k ben ©ertl> 1, fo wirb: 
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unb: 

y==tg(A + -^=— tt). 

$u$ biefe anenbttc^e Steige t>on Sßurjeln rebucirt fi$ auf jtDei, 
toe(<$e man erhält, toemt man n=0 unb n = l fubftituirt $Wämtic$: 

x = tgO+i^) = ~ cotji 
unb: y = tg(A— £#) = — coU, 

x = tg(^+7r) = tg/u 
unb: y=3tgA. 

©ämuttti<$e anbcrc ganjc Balten, toet#e no# für k eingefefet n>er* 
ben lönnten, würben fiet« toieber biefelben 9lefu(tate liefern* 

<S$ finb fomtt überhaupt lieber *>ier SBurjetyaare gefunben, 
toetd&e ben oben bei ber atgebraifctyen Sfaflöfung erhaltenen entftre* 
$en. StüerbingS erfüllen, toemt man für bie Duabratourjefa in 
ben gegebenen (Steigungen ein beftimmteS SJorjeic&en borauäfefet, 
nur enttoeber bie erften ober bie lefcten jtoei $aare bie obigen ®Uu 
jungen. £)a aber bie Duabratmurjefo iljrer Statur nac$ Reiben* 
tige ©röfeen finb, fo fann man bie fämmtüctyen erhaltenen Sßertlje 
als richtige SBurjeln betrauten. 33ergtei($e §. 1 ©ctyfofj. 

' y — x 



3lu<$ biefe ®(eicfyungen laffen fi$ auf rein a(gebratf<$em SÖege auf* 
löfen. ©efet man nämtt<$, toie in ber fcorljergeljenben Kummer: 

x*+y* = u unb: xy = v, 
fo erhalt man, totnn man bie gegebenen (Steigungen quabrirt: 

v f +2v + l = a l (u~2v) 
unb: v t -2v-fl = b 2 (l + u+v , ) # 

9ltfo, koenn man u etiminlrt: 

v' + 2 ,. , u8 — «v + l =0, 
1 aV + b 2 — a* ' ' 



$ie quabrattföert Olridfrungat. 59 

ober: 

a + byl+a» 

V ~ a + b/f+V 

£at man mit £ü(fe bon v no<$ u beftlmmt, fo ergeben ft<$ barau$ 

»ier SBertljpaare ber Unbefaunten x unb y. 

Um bie ©teid&ungen mit $ülfe bon ÄreiSfunltionen aufjutöfen, 

fefee man: 

x = cota, 

y = cot/?. 

Die gegebenen ©lekfrungen nehmen atebann bie gorm an:' 

cot(a — ß) = a 
unb: cos(a+ß) = b. 

©inb atfo 9 unb.1// jtoei SBinlet jtinfdjen unb n> tt>el<#e ben 
©(eietyungen genügen: 

cot9> = a unb: cost/> = b, 

fo erhält man für a unb /?, analog ber vorigen SRummer, bie un* 
enbüd&e töeilje bon Serben: 

©ubftitutrt man atfo: 

fo erhält man folgenbe *>ier 933ur jetpaarc : 



x = coU 



x = CO\(l 



unb: 



y = — cot/*, |y = — coM, 
jx = — tgA |x = — tg^ 

y = l »^. y = m*- 



4) x/l-y'+y/l-x'^a, 

x + y = b. 

Um biefe ©(etd&ungen atgebraifety auf gutSfen, brüde man y bur$ 
bie ©röße x aus, ein 93erfaljren, toetctyeS bei oernndelteren qua* 
bratiföen ©(eid^ungen jimeiten angetoanbt toerben famt, obgleich 
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bcr Srfotg ber SDtetljobe nur fetten borauSjufeljett ift, ba bic anbete 
Unbelannte getoöljnli(§ unter bem äBurjeljeid&en Bleibt $n unferem 
gälte hingegen erljäft man au$ ber erften @Ietc$ung: 

y = ayl — x*+x^V-- a 2 . 
©efct man biefen SBcrt^ in bie gleite ©tetd&ung ein, fo ergtebt tf<$, 
toenn man quabrirt: 

x *-bx + ia 2 (b 2 - a 2 )(l + /l^V) = 0, 

fo baf? x unb augleity y gefunben »erben fann. 

Sine anbere ebenfalls algebraif<$e Sluftöfung ift bie folgenbe* 
@<$afft man au« ber erften (Steigung bur# Duabriren bie SBur* 
jetgrßßen fort, fo erhält man eine ffymmetrifd&e gunftion ber brei 
©rö&en x, y unb a, n&mli$: 

x 4 + y 4 + a 4 -2x 2 y 2 -2a 2 x 2 -2a 2 y , + 4a 2 x , y , ==0, 
Wtan !ann baljer aus ber erften ber gegebenen ©leid&ungen burety 
SJertaufctyung ber ©rögen a, x unb y mit einanber unmittelbar jtoet 
anbere ©leid&ungen ermatten* ©ubftttuirt man: 

/ü=x~ 2 = x', 1 /r=Y = y unb: 1/1=8* = a', 
fo ergiebt ftd^: 

xy' + yx' = a, 
ax'+xa' = y, 
ay' -f- ya' = x. 
(Sltminirt man x' unb, y r , fo folgt: 

x 2 -hy« ==a , + 2xya f . 
5Da aber: 

alfo: 

ift, fo finbet man: 



x + y = b, 

x 2 +y , = b 2 — 2xy 

b 2 -a 2 
xy = 



2(1 + a')' 

f olgti# für x unb y toieber bie obigen Sßertlje, toenn man berüdffi<$* 
tigt, baj* a' at$ Sßurjelgröfee ein bo^elteS SScrjcid^cn tyaben fann, 
ßine britte rein algebraifdj^e Stuftöfung ift bie fotgenbe. ©efct 
man: 

xy = u unb: x 2 + y 2 = v, 
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fo nimmt bie erfte ®leic$ung (eid^t bie fjorm an: 



t^x* — u* + Vy* — u* = a. 
Quabrirt man fceibe ®Iei#ungen, fo folgt: 



2uy f l+v + u* = a t — v + 2u f 
unb: v = b f — 2u. 

eümtnttt man v, fo ergicbt fic$ f$tiej$(i<# für u bte quabratiföe 
®tet<$ung: 

Äu$ bcn Serben fcon u unb v folgen banu teid&t x unb y. 

Um enbUcfc ba$ gegebene ®teid&ung$ffyftem mit £ütfe ber ÄreiS* 
funftionen gu (ßfen, fefce man: 

x = sinct unb: y = sin/?, 

eine' ©ubftitutton, bte immer möglich ift, ba fämmttid&e reeße Sßur* 
getn jttnfc$en —1 unb +1 Hegen muffen. SWan erhält atSbann: 

1) sin(a+/?) = a 
unb: 

2) 2 sin^cos^=£ = b. 

©enflgt nun ber erften ®tei<$ung ein ffiinfel $toif<$en + £/* unb 
— \tc = 2q>, f o erljätt man noc$ eine unenblid^e 3aI)I anberer Sßur* 
jetn, toel<$e fämmtlicty bie ftorm Ijafcen: 

(-l^y+w*, 
atfo: 

(3) «+£ = (-1)^+t* 
Diefe 3Bertl)e fefet man in bie ®(eic$ung (2) ein unb beregnet mit 
iljrer #ütfe ben entfored&enben SBUtfel "T - Derfelbe »>irb 

für bie begebenen SBertlje bon sin ^ ^ fcerföteben fein, gür 
n = Jjat man: 

2 sin qp cos — ^- = b. 
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Straft man für ~ £ eilten ©infet jttriföen unb tt = i//, fo 

ergiebt ft$ bie 9?ei^e bon ffiertljen: 

(4) 2=£ = 2kn±y. 

3ft mithin g> + y = X unb y — ^ == n, fo folgen au« (3) unb (4) 
bie beiben äBertft>aare: 

jx = sinA jx = sin/u 

|y = sin/u, * jy = ginA. 

©efet man hingegen in (3) n = 1, fo folgt au« (2): 
@$ ergebe fidfr: 



2 cos qp cos — ^-±- =■ b. 



«{«bann folgt bie wienbli<$e 9feil>e bon ffiert^en: 

(40 f^ = 2k7T±^, 

fo baß ft$, toenn man qp— ^ =^ unb 9+^=^ fubftituirt, 
bie Sßertlje ergeben: 



m. 



X = COSij (X = COSft 

y = cos ^ , * \y = COS X t ♦ 



gfir n = 2 unb n = 3 erhielte man refo. 



unb: 



^ = (2k + l)^±^ 
^ = (2k + l)^±^. 



SDiefe »eilje bon SSerfljen liefert aber nur biefetben föou gefunbe* 
nen SRefuttate. ©$ finb fomit toieber bie obigen fcier Sßurjefyaare 
gefunben, toef^e ben gegebenen ©fei<$ungen genüge*. 



5) xy-yl-xVl-y^a, 
x— y = b # 

Schafft man in biefen (Steigungen , toeld&e ben in ber vorigen 
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SRumtner 6e$anbeftett gonj analog pnb, bic Quabratttrorjefa fort, 

fo ergicrt fic$: 

2axy-(a t + x , +y') + l=0, 

ober, ba na# ber jtoetten €Hei<$mtg: 

x"+y , = b»+2xy 

ift: 

_ a' + b'-l 

Xy_ 2(a-l) 
Die ©rögen x «tnb y flnb mithin bie SBurjefo ber quabratif^en 
©W<$ung: 

t . a' + b'-l . 
»'-*- 2 (a-l) =Ö - 
3um 3^ e * ber trigDnometrtfdjjen Suftofung fefce man: 

x = cos a unb : y = cos/?, 
Die gegebenen (Steigungen geljen bann in bie folgenben aber: 
(1) cos(a + /*) = a, 

(2 ) 2sin^sin^£ = -b. 

3ft nnn 2<p ber SSMnfet jtoifd&en unb rc, tt>etc$er ber ©tcic^ung 
genügt: 

cos2g> = a, 
fo Ijat «+/* bie unenbtic$e SRetlje &on SBertljen: 

9mt + 2y. 
<g* ift alfo: 

(3) ^±£ = n*±g>. 
Da fotgti$ sin a ^ nur jtoei t>erf#iebene ©ert^e Jjat, bie man 

erhalt, toenn man n =0 fefet, fo folgt ber ©inlet p =^au$ 
ber ©teid&wtg: 

2sin q> sin -^~- = ± b, 

nnb bie unenblicfc Dielen SBert^e ton ^jp- ergeben ft# an« ber 
©tei#ung: 
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(4) ^^ = (-1)^ + ^, ober: = (- l) k +H/> + k*. 

«u* (3) unb (4) folgt: 

« = +? + (- l) k V+k*, 
ober : = — g> + (— l) k + hf> + kn. 

gbenfo: ß = +<p— (— l)ty— kn, 

2Ran erhält alfo # »enn tirieber $p-fi/; = ;i unb g>— ^ = /u gefegt 
totrb, fotgenbe stoei ©ertlftaare: 

x = cosA jx = — COS/U 



|y = COSfi, f y = — COS l. 

®tefefl>en entfore<$en ben oben gefuubenen SBurjefa. SBir Ija&en 
biefe ©fet<$ungeu ettoad auSfütytfid&er betyanbelt, toett toir glauben, 
bog bie ©<$üler burcty biefetben eine Ware (ginjt<$t in ba* Sßefen 
ber trigonometrif<$en gunltionen erlangen unb iljre Sßid&tigfeit für 
bie «Igebra atynen lernen, £)ie £aty[ ber Ijierljer gehörigen ©tei* 
jungen liege fi<$ übrigens leidet bermeljren. 
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«tfleS Stapittl. 

Slufgafeen aus ber ebenen ©eometrte* 

1) <£« f oll ber 3n1}att eines ebenen ©reiedfeS aus 
ben brei ^ötyen beregnet »erben. 

93ejeic$uet man bie brei Seiten be* ©retedte« mit a, b unb c, 
fo erhält man ben gefugten Qnf)alt J na<$ ber gönnet: 



(i) j=^ 



+ b-j-c — « + b + c a — b-fc a + b — c 
~~2 2 ' 2 2 
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©inb nun a, ß unb y bie refo. gu a, b unb c geistigen #Sljen, 
fo Ijat man: 

A — — — M — f£ 

^""T"" 2 "" 2' 



^ ,K ^ W 1 4 

*a = -, *b = -^- unb: *c = — 



foftW: 

©efct man bicfe Sßerttye in bic gönnet (1) ein, fo frißt: 

ober: ^ = -ß, 

toenn man bic obige ^Bürget ber «bffirgung falber mit R begeid&net 
2) $n bem Dreierfe ABC (gig. 1) finb bie SCranätoer* 
falen naety ben SWittcn ber gegenüberliegenben ©eiten 
AA f = a, BB' = b nnb CC f = c gegeben. <S* f ollen bie ©ei* 
ten nnb ber Qnljalt be$ SDreiedS beregnet »erben, 

2Ran ma$e CD = A'C unb fefee alSbann biefe ©treefe = x. 
3ic^t man femer B'A" parallel gu AA', fo ift offenbar B'A"=£a 

unb BA" = ~- 2Kan erhält alfo au« ben SDreieden BB'A" unb 

B'A"D bie ©leic^ungen: 

6ax 
unb: 

cosB'A"D = — — * , 

6ax 

benn B'DCC ift ein ^araßetogramm, alfo B'D = CC = c. 5)a 

aber B'A"B unb B'A"D SKebentoinfet finb, fo ergiebt fu$: 

a t +9x*— 4b , = 4c t — a 8 — 9x f , 

alfo: 

x = ii/2(b* + c 8 )-a\ 

3)ur$ S3ertauf<$ung ber ©röfcen a, b unb c mit einanber erhält 
man bann au$ bie anberen ©eiten bes $)reie<Se$. 

Um aber ben $nljalt J gu beftimmen, gielje man (ftig. 2) CE 

&Qtttb*% 9lufga&en. 5 
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parallel ju AA' unb AE paraflel ju A'C. Da nun, tote tei<$t 3» 
betoetfen, B'E gteic^ unb parallel gur State BC, fo ift audfr C'E 
gtetdfr unb paraüet BB' = b. <S$ §at fomit ba$ Dreied CC'E bie 
©eiten a, b unb c. SBett nun: 

^C'B'E = z/AC'B', 

^B'EC = JA.'B'C 
unb: JBVC = JC'HW, 

fo erljätt man: 

^ECC = fcrapej ACA'C = i^/ABC. 
9Wan erhält atfo, toenn man a + b + c = 2s fefct: 
^ABC = Us (s- a) (s -b) (s - c). 

3) <g$ foUen bie ©eiten AB unb AC eine« SDreiede* 
ABC(gig.4) beregnet »erben, öon toet^em man bie Seite 
BC = a, ben SRabtuS be$ eingetriebenen ÄreifeS =q unb 
ben be$ umfetyrtebenen = £ fennt. 

©efct man: 

a + b + c 

— 2— = 8 ' 

fo ift, toenn man unter J ben 3nl)att be$ DreiedS ABC berfteljt 

W f-f 

Reiten* l?at man, toenn ber SSJinlet mit C bei y bejeicfytet toirb: 
(2) ^ = iabsiny = ^. 

3tu$ ben beiben ©(etetyungen (1) unb (2) finb iefct bie unbe* 
fannten ©rögen b unb c gu befiiinmen. 

Da ber Durctymeffer be$ umfcfcrtebenen Greife« = 1 ift, fo er* 
tyätt man, toenn a, /?, y bie DreiedSiotnfel finb: 

a = sina, b = sin/? unb c = siny, 
«u$ (1) unb (2) folgt aber bur<$ 2Kutttyttfation: 
abc 

« = ■■&' 

? ""a+b + c* 
_ sin a sin/? sin y 
~"~ sina + sin/? + siny ' 
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sing sin ßsiny 

~~~ 4cos£a cos^/?cos|y' 
= 2siniasin|/?sin|y. 
5Wan fat atfo: 

-^- = 2sini/?cos^, 
sin^a 2r 2 ' 

= sin (/?+•$«) — sin^a, 
fo baß enbti<$: 

sin ^+^) = ^ifc-+ sin ^ 
ift, $urc& biefe ©teidjuug ift atfo ber SBinfet /? DSßig befttmmt, 
unb folglich ba$ gange £)reted in allen feinen ©tüden gefunben. 

'Die gegebenen Orögen a unb q fielen übrigens in einem be* 
fiimmten SSer^äftnig gu einanber, Kernt ba$ ÜDreied ABC toirfttc§ 
cyiftiren fott, toie bie geometrifcfye ßonftruftton ber 9tufföfung geigt 
3ft ber $)ur<$meffer be$ unbefcfyriebenen Äreife$ ED = l, nnb i(t 
SSSittfet BEC = a, fo Ijat man HC = £sina, ferner SBtafet HCD 
= £a, (So folgt atfa: 

HD = CD sin ^a, = EDsin£a* = sin^a*. 

3ft ferner GK ba$ 8otlj &om SMittetyunft be8 eingefd&riebenen Srei* 
feft auf ED, fo $at man: N 

DG = e + sin£a*. 
£rägt man nun DG auf DC in DF oi unb errietet gu biefer 
©tretfe ba$ 8ottj FJ, fo i(t: 



DJ 






^ sin£a 

©djtägt man atfo mit DJ einen $rei$ um D aft SRittetymnft, tuet* 
ctyer ben umfd&riebenen Äreis in A föneiben mag, fo ift ©Inf et: 

DEA = /? + £« unb atfo: AC = sin/? = b. 
gerner Ijat man: 

AB = sfn(a + /?) = siny = c. 

£)a$ SDretetf ABC ift atfo nur möglich fo lange DF<DC ift. 

©erlägt man nun mit DC ben Sogen CM, fo fieljt man, bafc 
q einen Sßerttj annehmen fann, u>e(d^er gtüifcfyen unb HM liegt. 

3Wan fann aber autif ben ©infet HDC al$ %a betrauten, fo 

5* 
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bafc, toenn mau mit EC um E einen Kreisbogen CM' fonftrutrt, 
no$ in bem Segmente BDC ein $)reiedt gebaut »erben fann, in 
toetyem ber SRabiuS be$ eingefd&riebenen Greife* jnnfc$en unb HH r 
liegt* @o lange atfo e<HM' ift, giebt e$ jtoei Dretetfe, in wU 
$en bie ©röfeen q unb a bie gegebeneu äBertlje Ijaben- Siegt in* 
beffen q jtoif^en HM unb HM', fo giebt e$ nur eine reeffe «uflö* 
fung be$ Problem«, unb f^lieglid^ feine, toenn ^>HM ift 

@$ ift nun leicht, biefe Sebingungen anafyttfö bur$ bie ge* 
gebene ®röj$e a auSgubrfiden. 

2Kan Ijat nämK#: 

HM' = cos i<x — cos £a* 
unb: 

HM = sin %a — sin i<x*. 
@8 ift aber: 



sin 

unb: 

Wfo: 



gerner ift: 



,/l — cosa i/l— vi — a f ,,/T-; — ,z » 

i« = y 2 = V ^ = * {•! + ■-•!- a} 



sin£a*:=*{l-yl-a , }, 



HMsj[/l+i-^l- l +/l-i«-l|, 



= *(•! + • — l)(/l — « + l) 



eoBia = i i + V ^ a ' = i{/l + a+^l-a} 

unb: 

cosia , = i{l + /l-a , }, 

folgti$: 



HM' = i{/l + a + i/l-a-n-a , -l} 



= *(/l+t-l)(l-/l-t), 
fo bafc unmittelbar, toenn a unb q gegeben ftnb, bie Stnjaljt ber 
reeßen Äuftöfungen gefunben »erben lann. 

4) 3?n einem ©reiede ABC (gtg. 3) finb bie Labien 
be$ ein* unb umgef unebenen Greife« refp. =q unb 1 



©eomettiftfe unb pfyfltattWt Aufgaben. 69 

gegeben, ÜRan fu#t ben 5lb(tanb ber 2Witte(punfte biefer 
«reife E unb U. 

<£* fei EU = & ©ie SDreiecttfeiten feien a, b unb c, bie 
üjnen gegenflberliegenben ©tele! refo. a, ß unb y. <£$ ergtebt ft# 
bann au* bem ©reteefe ECU bie ®tei$ung: 

d* = l 3^cosECU + -^4-i> 

sinjy sinjy" 

ba in bem red&ttotnlligen ©reiede EDC bie $ty>otenufe: 

EC = sinECD = ^fo|7 f ^ 

®efet man in biefe ©leic$ung ben in SKr. 3 gefunbenen SBertI) 
öon e = 4sinjasinj/*sinjy ein, fo folgt nad& einfachen Umfor* 
mutigen: 

^ = 1-2^ 
Sine anbere Sfaftöfung ift bie folgenbe, 
@$ ergiebt ji$ bur$ einfädle 93etra#tungen, baß: 

(1) 333. EAU = £=^, 



m EBÜ 



_y- 



unb: *B. ECU = ^ ift 

«uö bem Dretetfe AEC folgt ferner 'nac$ einfachen Umformungen: 

AE = 4sinJ/?sinJy. 
Stnatog ergeben fid^t 

BE = 4 sin Jy sin Ja 
unb : CE = 4 sin Ja sin iß. 

2Rit »etfl<fftc$tiguug biefer ©fetd&ungen erhält man au« bem £)rei* 
e<fe AEÜ: 

d % = l + (4sin J/Ssinjy) f — 8sinJ/SsinJycos(^p^), 

= 1 — 8sinJ/SsinJy|cos^p^~2sinJ/?sinJyJ, 

= 1 — 8 sin Ja sin J/S sin Jy, 
= l-2<>, 



1 
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toenn man toieberum bcn in 9hr- 3 entwidfetten Söerty t>on ? be* 
rüdffid&tigt. 

Sßir machen Ijier beiläufig no$ <i"f einige {Relationen aufmerf* 
fam, n>etc^c ben in (1) gefunbenen SBertljen in getoiffer SJejietyung 
entfprec$en. 9Kan finbet nämltc$: 

DG = ^, FJ = ^- 



unb: HK = -^-, 

toenn D, F unb K bie gußpunfte ber fcon E unb G, H, J bie gufc 
fünfte ber &on ü auf bie ©reietfsfeiten gefaßten Sotlje ftnb. 

£)erfelbe oben gefunbene SBertl) toon 5 ergtebt fiety au$ auf 
fotgenbem rein geometrifd&em SBege* (Unger, Ereile 93b. 4.) 

3ft AB (ftig. 5) irgenb ein Sogen be$ Greife« um C, E bie 
SRttte jtoifctyen A unb B, unb befcfyretbt man um E mit ber ©tredfe 
EA einen ÄrciS, fo ift berfelbe ber Ort für bie SRittetyuntte aller 
Greife, meldte ben ©reteden eingefd&rieben »erben fßnnen, bereu eine 
©eite AB ift unb bereu britte @<fe auf bem Greife um C liegt 
33etra$tet man nämli<$ irgenb eine« biefer ©reiedfe j. 93. ABG, fo 
muß ber SKittetyunft be$ eingefd&riebenen ÄretfeS erften* auf ber 
Stute EG liegen, ba ber SBinfel AGE = EGB ift. SSerbinbet man 
jtoeiten« ben $unft D mit B, fo ift, toie leicht gu betoeifen, auc$ 
SBinfel GBD = DBF. 2Ran Ijat närtili<$: 

<DBG = tt-BDG-BGD = BDE-BGD 

= EBD-EBA = ABD. 

3n ber £l)at ift atfo D ber 2Htttetyunft be* bem SDreiedte AGB 
eingefd&riebenen Greife«, DC bie gefugte ©tretfe d unb ba« bon D 
auf AB gefällte Mi) DJ = ? . 2Kan ijat nun: 
DC t = CK* + KD*, 

= (CF-DJ) 8 + FJ f , 

= CF t +2CF.DJ + DJ 2 +FJ^ 
5ftun ift aber: 

(AF + FJ)(AF-FJ) = AF 2 -FJ 8 , 
ober: AJJB = AF*-FJ* 

unb: FJ* = AF*-AJ.JB, 
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alfo: 



DC , = CF , +AF t -2CFDJ + DJ , -AJJB, 
= CB , -2CF.DJ+DJ'-DJJL, 
= CB , -2CFDJ-DJ(JL-DJ). 

gäöt man ferner bon E ba$ 8ot1j EH auf DL, fo ift HL = HD, 
alfo: 

JL = HJ + HD, 
ober: 

JL-DJ = HJ + HD-JD = 2HJ. 

SDie* eingefefet, erhält man: 

DC* = CB f -2CF.DJ~2DJ.HJ, 
= CB f -2DJ(CF + JH), 
= CB i -2CBDJ. 
QU alfo toieber na$ ben obigen 33ejei<$nungen: 
CB = 1 unb: DJ = p, 
fo cr^ätt man baffelbe SRefultat tote oben: 

<J , = 1~2 P . 
5) @$ follen bie brei ©eiten a, b, c eine« ©reied« 
ABC (gig,3) aus bem 8tä*eninljalte f beffetben, bemföa* 
biu$ be$ umfe^riebenen Greife« = r unb bem be$ einge* 
fetyriebenen ÄreifeS =1 beregnet »erben» 

(SS fei ü ber üKittetyunft be$ um* unb E ber be$ eingef<$rie* 
benen ftretfeS, Ätsbann ergießt fiefy, toenn UGC ein rechter 2öin* 
fei ift: 

2& BUG=£BUC = a, 
3Ran finbet alfo bie ®lei#ung: 

/in o • 4rtff|a 

(1) a = 2rsina= " t - 

SKun ift aber ber ©infel BAE=EAC = ja, alfo toenn EFA 
= in ift: 

W* = -SjT 

?fa$ einfachen ^Betrauungen folgt ferner: 

AF = s — a, 
toeun man jur «bfArjung a+b + c = 2s fefct. ß* ift mithin: 
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gerner Ijctt man, ba ^ = 1 tft: 

f = s, 

forgß^: 

©efet matt biefctt SEBcrt^ itt (1) ein, fo ergtefct ftc$: 
fo\ n - 4r(f-a) 

©ubftltnirt matt in biefe @teic$ung x für f— a, fo folgt: 

x t (f-x) + f-x = 4rx, 
ober, toctttt man tta<$ *ßotenjen bon x orbttct: 

x 8_f x * + (i + 4 r ) x _f == o. 
35ie brei SBurgeto biefer ®lei<$ung britten ©rabeö entforectyen bcn 
brei ©eiten be« Betrachteten £)reied$< 

6) 9flan fennt in einem SDreiede ABC ($tg,6) ben Um* 
fang = 2s, bie £>ölje AD = h unb ben töabiuS be$ einge* 
fctyriebenen ßreife« = q. @$ toerben bie Seiten be$ 
£)rete<I$ gefugt. 

SSetrad&tet man bie Stöfd&nitte ber SDreiedSfeiten AC' = x, 
BA f = y unb CB' = z als bie brei unklannten ©rögen, fo finbet 
man jur 23eftimmmtg berfelben ba$ folgenbe ©let<#ung$foftem: 

1) x + y + z = s, 

2) xtg*a = ytg£/? = ztgiy = ? 
unb: 3) (y+z)h = 2ps. 

«u$ (1) unb (3) ergiefct ftcty burdfr Slimination bon y+z un* 
mittelbar: 

2(>s _ s(h-2g) 

X-S jp- jj , 

ober an« (2): 

fo bog alfo x unb ber SBUtlet o, mithin auty ß+y Mannt ift. 
3JW $ülfe »on (2) unb (3) erhält man weiter: 



ober: 

$otglt<#: 
mithin: 
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2s 



S1D 2 cos*a 2s 



sin 4/9 sin jy sini/Ssin|y h 
h cos£a = sf cos TT — cos ^^T' \ 

t ß-V _ h 



cos ' ' / = — cosia+ sin i«j 
^ s 

Siu fnfcftitnirt: 

/S— y sinfta + u) 
cos r ft ' = — 12— Lrz. 
2 cos^u 



ober, toenn man — = tgju fnfcftitnirt: 



Ä4-y Ä — y 

9Kan farnt alfo, an« ^2 unb 2 ' ^ unb y ^*' ttnb bamit 
ttac^ (2) an$ y wü> z Beregnen. 

Sine anbete 9Wetl)obe bie obigen ©leid&nngen anfgnlöfen ift bie 
folgenbe. 

©inb a, ß nnb y bte brei ffimfel eine« ©retetfa, fo finbet 
man, toenn man bie cot aW 93rü$e Betrautet nnb bie ©ummanben 
linier £anb abbirt, bte ©(eid&nng: 

cot \<x -f cot£/9 -j- cot£y = cot£a cot iß cot Jy, 
©nfcftitnirt man in biefe ©leictynng für bie cot tyre an« (2) Ijerge* 
leiteten ©erttye, fo ergtebt fi<$: 

x + y-f-z __ xyz 

e ~~ e 8 ' 



xyz = q *s. 



ober na$ (1): 

£)a aber x = ^ 7" föen gefnnben toar, fo folgt: 

<S$ ftnb atfo, »enn man bie ®tei$nng (3) berütffid&tigt, y nnb » 
bie SBBnrjeln ber qnabratif<$en @let<$ung: 
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Sic rein geometrtfd&e Gtonftruftion be$ gefugten ©reied« Bietet 
übrigen* burc$au$ leine ®<$toiertgfeiten bar. SRan fonftruirt näm* 
lid& an$ ber Proportion (3) juerft bie @trede y + z, bann aus (1) 
ben «bfönitt x. «(«bann ift ba$ SBiered AC'OB' ebenfalls 6e* 
f annt. 9Äan Ijat alfo nnr mit AD = h um A einen ÄretS ju f<$(a* 
gen, unb bie gemeinf<$aftli$e Sangente BC ber Äretfe um unb A 
gu gelegnen, fo ift ba$ ©reied gefunben. 

7) @$ follen bie brei (Seiten be$ ©reied* ABC (gig, 6) 
Beregnet »erben, toenn man bie brei ©treden a t , b lf c t 
lennt, toetd&e ben SWittetpunft be$ eingefd&riebenen Ärei- 
fe« mit ben ©retedseden A, B, C öerbinben. 

33ejei<$net man bie gefugten ©retedsfeiten mit a, b unb c, 
ben SRabiuS be$ eingefd&riebenen Äreife« mit q, unb ben Ijalben Um* 
fang beä ©reiede« mit s, fo erhält man: 

AC' = s — a, 
CB'=s-c 
unb: BA f = s — b. 

2lu$ bem re^ttoinffigen ©retede AOC ergiebt ftdfr nun: 
a;=(s-a) f + e f , 

ober, ba p = — ift: 
s 

= (•-.)• + £, 



= (•-■)■- 



(s-— a)(s— b)(s — c) 
s 



alfo na<$ einfacher Umformung: 

~q»= bc («-») . 



«natog finbet man: 
unb: 



s 



b 7^ ac(s-b) 
1 s 



ab(s-c) 

c t — — — — - 

1 S 



©iefe (Steigungen nehmen nun leidet bie folgenbe fjorm an: 
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n . abc . a abc . . a , abc , . 

1) bc = — + aj, ac = — + bj, ab = — +cj, 

&bc 

ober, tt>enn man jur «fcffirjung = x fcfet: 

s 

a 1 b 1 c 1 



abc x + aj' abc x + bj* abc x + c* 

£>ur# Slbbition biefer lederen ergie&t ft<$ eine ®fet#ung, toetd&e 
nur ncc$ bie Un&efannte x enthält: 

2s 2 1 1 1 

■ "T" v _l_ M l 



abc x x + aj * x + b' ' x-f-cj 

9Ruttip(tdrt man enbtid& mit x unb fubtraljirt atöbann bon jiebem 
23ni(tye ber regten @eite 1, fo ergiebt fi# na$ einfad&en Umfor* 
mungen bie ©leic^ung brüten ©rabe$: 

x+aj^x+bj + x+c; x » 
ober: 

X »-(aJbJ + bX + cX)x-2aJbJcJ =0. 

Damit iß alfo x = — gefunben. 
s 

aWutttyttcirt matt nun bie (Steigungen (1) mit einonber, fo 
ergie&t fMb: 

(abc)» = (x + aJ)(x+b?)(x + oJ), 
ober, wenn man bie nun Mannte ®röjje: 

i/(x+a:)(x+b?)(x+cj) = X fefet 
unb bie ©leubungen (1) fcerüctficbtigt: 



a = . , , b = _ , r r» « = 



x + a]' x+bj' x+cj 

8) «uf bett brei Seiten a, b, c eine« ©reiede« ABC 
(ftig. 7) fittb' bon ben <S<!en au« brei fonftante ©tüdfe 
AC'=BA' = CB'=d aegef^nittem <5« folt ber^nboltbe« 
©reietf« A'B'C burd) a, b, c unb d auSgebrfidt »erben. 

«Won begeiebtte ben 3nba& w» ABC mit ^, ben »on A'B'C 
mit J', ben »on AB'C mit d t , BC'A' mit d t unb CA'B' mit d t . 
Sitebann &>t man: 

J' = J~d t -d t -d t . 
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©a aifax, wenn man: 

d d 



= a, -r- = 8 ttttb : — = y, 
a ' b r c " 



fefet: 



*, = ^«(l-y), 
*, = Jß(l-a) 
ift, fo erhält man: 

ober, toetttt man aßy abbirt uttb fubiratyirt: 

^ = (l-a)(l-/?)(l-y) + a^ 

9) (Et Beftttbet fic$ auf ber©eite BC (gig,8) be« 6c* 
fanttten £)reie<I$ ABC, ober auf ber 83ertättgeruttg ber* 
fetBett ein ^ttttlt D, SDiatt folt bu_r<$ benfelBen eine ge* 
rabeSittteDEF fo legen, baß ba$ »on ABC aBgefd&ttittene 
2)reie<J AFE ber nte SE^cit be« erfterett ift. 

9Ratt Bejeic^tte bie Befatttttett SDreiedäfeitett mit a, b, c, bie 
gleid&faCte Gelaunte ©trede CD mit d. £)ie UnBefannte AF fei 
= y uttb AE =s x. ferner fei bie ©trede CG 4= AB unb = z, 
2»an erhält bann jmtäd&ft bie ©leid&itng: 

JAVE:JABC = — = H, 
n bc' 

ober: 

(1) *y = -. 

gerner ergeBen fi$ aw$ ben ä^nft^cn £)reied$paarett AEF «nb 
ECG, DGC unb DFB bie beiben ©feid&ttngen: 

x b— x . d z 

ttttb: 



y z a + d c— y 

2l(fo, ttad&bem matt z elimittirt Ijat: 

(2) b(a + d)y-cdx = ~ 

8fa$ (1) «nb (2) ergieBt ft$ ntttt, toetttt matt eitte ber UnBe* 
fanntett x ober y elimittirt, eitte qttabratif<#e ®teu$ttttg für bie att* 



<$eotnetrif$e utib rttftfaliföc Knfgakn. 77 

bere ttnbefannte. 3)ie )>o{ttiioen ©urjeto berfetben 6tttf)>rec^en ben 
©treden, toetc^e auf AB unb AC felbft abgetragen ßnb, toäljrenb 
bie negativen Sßertfye at$ gtoeite Äuftöfung ber gegebenen Aufgabe 
ba« ©c$ette(breied AE'F' liefern. 

10) g« finb bte toter ©eiten a, b, c, d eine« JBieredeS 
ABCD (gig. 9) gegeben. 2Ran f oll ben 3?n$att biefe* 33ier* 
ed$ beftimmen, öorauSgefefct, baß fic$ um baffelbe ein 
flret* befd&reiben täf t. 

33ejeic$net man bie an ben bter (Sden liegenben SBinlet mit 
refo, a, ß, y unb <J, fo $at man, ba ba$ S3iered ein Äreis&iered 
fein foff, bie SBebtngungSgfetd&ung: 

« + y = ß + d = n. 
©er gefugte 3nl>att = V ift aber bur# bie @tei<$ung gegeben: 

V = £absin/? + |cdsind. 
3t (fo, u>enn d mit $ü(fe ber obigen SBebingungSgteid&uug eliminirt 
toirb: 

V = £sin/?(ab-fcd). 
<£$ bleibt alfo aßein bie Unbetannte ß noc$ ju eliminiren übrig. 
8lu$ ben beiben Dreieden ABC unb ADC ergeben fic$ aber bie bei* 
ben ©tetd&ungen: 

AC l = a , +b , -2abcos/9 
unb: AC* = c 1 +d t +2cdcos^ 

©efct man baljer bie beiben SBertlje &on AC* einanber glet$, fo er* 
tyält man bie folgenbe ®(eit$ung: 

C °^ = 2(ab + cd) ' 
£)arau$ folgt aber: 

_ (a + b + c-d)(a4-b-c+d) 
2(ab + cd) 
Seroer: 

, Tr 2(ab + cd) ' 

_ (a-b + c+d)(-a+b + c + d) 
2 (ab + cd) 
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©efct man enbti$: 

fo totrb: 
a _j_b+c— d = 2(s — d), a + b — c+d = 2(s— c) u. f. vo. t 

unb man finbet bur<$ SMttytifatton: 

^.,_ 4(s-a)(s--b)(s---c)(s-d) 
sm/ * ~ (ab + cd) f 

Ätfo, toenn man biefen SBertlj in bfe ®teic$ung für V einfefet: 



V = y(s-a)(s-b)(s-c)(s-d). 

@ott nun basSMered no<$ ein fot#e$ fein, baf fi<$ ein flrei« Ijin* 
e in bef cfyretben läßt, fo gilt jtinfd&en ben gegebenen ©etten bie 33e* 
bingung$gtel$ung: 

a + c = b + d. 
Daburcfc rebuciren tf# aber bie galtoren s — a auf c, s — b auf d 
u. f. n>., fo bajj man ben einfad&en SuSbrutf erhält: 

V = l/äbcd". 

11) 9Wan lennt bie bier ©eiten a, b, c, d eine« SSier* 
ed« ABCD (gig. 10) unb ben SBinfel o, toetd&en bie £>ia* 
gonaten mit einanber bilben. 9Kan folt biefe SMagona* 
ten beregnen. 

2Ran bejei^ne bie nnbefannten Söinfet BDA mit ß, BDC mit 
y unb bie gefugten Diagonalen BD mit x, AC mit y. 9Kan fätte 
ferner ba« 8otty AE auf bie Diagonale BD, &on C auf biefelbe 
Sinte ba« 8oty CF unb auf AH ba« 8ot$ CH. Da alfo CH pa* 
raßel BD läuft, fo ift ber SBinlet ACH = AGE = a. 6« folgt 
fomit aus bem Drefede ACH: 

AH 

tga= -cr 

9iun ift aber AH g(ei$ bem boppetten gtäd&enintyatte be« SSier* 
ede« bioibirt bur$ x. Da ftcfc aber biefer 3ntya(t ebenfalls burc$ 
x barfteüen lägt, fo läßt ftc$ ber 3ä!jter AH bur<$ x auSbruden. 
3Han erhält nämfiety: 

^BCD = W{( c+ d)*-x*\\x*-(c ^Wl 
;=i/4c , d 8 -(c 2 -f-d , -x , ) , 
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unb ebenfo: 

JADB = i/4a , b*-(a , +b*-x") f . 

Reiten* tft: 

CH = FD-ED, 

= dcosy — acos/9. 

«u« beu 3>reiecfen BCD unb ABD ergiebt ft<$ aber: 

2dxcosy = d*+x f — c* 

unb : 2ax cos/? = a* + x* — b 2 , 

$olgtic$ ip: 

l^+d 1 — t* — c* 
CH = dcosy — acos/S = — ! — 5 • 

©efet man biefe «Berthe in bte ©(eld&ung für iget ein, fo ergiefet fi$: 
__ y4aV^(a , + b'^x')' + •4c»d^(c > +d , -x 8 ) , 

Um biefe ©tetcfcung aufjutöfen, fubftituire man: 

a t + b t — x* = 2abcos<p 
unb : c* + d * — x* = 2cd cos %p, 

fo baß bie unbefaunten, neu eingeführten, äßinfel q> unb %f> bur# 
bie ©tei^ung mit einanber berbunben ftnb: 

a f 4-b* — c*— d* = 2(abcosg> — edeost/f). 
£>te aufjutöfenbe ©teityung aber nimmt bie ©eftatt an: 

(b*-f-d*— a*— c*)tga = 2absing>-j-2cdsini//. 
@efct man ferner: - 

(1) i(a Ä +b i ~c 8 -d*) = rsinA 
unb: (2) i(b f +d 2 — a 2 — c')tga = rcos^ 

fo bag r unb X als belannte ©rögen betrautet »erben fönnen, fo 
erhält man: 

r cosi = ab sin q>-\- cd sinxp 
unb : r sin X = ab cos cp — cd cos ^ 

SKuS biefen Beiben ©teid&ungeu ergiebt ß$ burty Zweitem mit refo. 
cos 9) unb sing): 

(3) r cos ß + 9) = c< * sin (9 + V)* 
Änatog folgt: 

rsin(i + g>) = ab — cd cos (<p+V>)* 
Ctuabrirt man biefe @(ei$ungen, fo erhält man burc$ abbitten: 
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r* = a*b f -f cM 1 — 2abcd cos (g> + y\ 



ober: 



, . ,. iV+cV-r 1 



$at man nun au« (1) unb (2) r unb X beregnet, fo ergtebt fu$ 
au* ber legten (Steigung q>+\p unb avi$ (3) ber gefugte SBinfet 
9, alfo au$ v- ÄtSbann fann x unmittelbar berechnet »erben. 
#at man aber x, fo ergeben fi$ au# bie Sßfolel unb y unb ba* 
mit fämmtlid&e anbere ©tflefe be$ SJierecfe« o^ne aße ©d&nnertgfeit 
2Kan toirb offenbar auf eine &l?nH$e (Snbgleid&ung geführt, toenn 
ni#t ber SDiagonalentoinfet, fonbern ber gtä^eninljaft V be$ 33ier* 
e<Ie$ al$ gegeben angenommen toirb* 3Ran finbet nämüdfr fofort: 



(b) 4V = ^4aV — (a^+b 1 — xV+^cV— (o , +d 1 .— x 1 )*. 

©ur<$ 33ergtetc$ung ber ©teid&ungen (a) unb (b) finbet man 
no# eine intereffante Formel jur 3n1?aft$beftimmung Don SJiereden, 
nämti$: 

4V = tga(b t +d t -a , -c , ). 

12) 2Kan lennt bie t>icr fflinfet a 9 ß, y unb d eine« 
SBieredeS ABCD (fttg. 9) unb bie beiben diagonalen 
AC = f unb BD = g, 3Äan foCI bie (Seiten be$ »iered* 
beftimmen. 

£)ie unbefannten ©röfcen, toet<$e toir einführen tooöen, feien 
AB = a, DC = c unb bie SBinfet CAB = u unb DBA = v. £ur 
SBeftimmung berfelben ergeben ft# nun bie oier ©teid&ungen: 

(1) a sin a = g sin (a + v), 

(2) asin/S = f sin(jJ + u), 

(3) csin d = f sin(a — u), 

(4) csiny = gsin(£— v), 

$Durc$ Dfoifion fcon (1) bur<$ (2) unb Don (3) burdfr (4) ergiebt 
fi# ba$ folgenbe ©fyflem mit ben jtoei Unbefannten u unb v: 
sin(a-fv) fsina 



(5) 
unb: 

(6) 



sin(/?-f-u) gs'mß 

sin (a — a) __ gsind 
sin(/? — v) ~~" fsiny 
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?tu$ ber ®Iei$ung (5) lägt fi$ nun na<$ einfachen £ran8for* 
mationen, iubem man 1 crft abbirt, bann fubtraljirt, bie fotgenbe 
herleiten: 

sin(a+ v ) + sin(ff + u) __ fsin_a + gsin^ 
sin(a-)-v) — sin(0 + u) ~~" fsina— -gsin/9* 

SScwanbeft man nun bie Kenner unb 3äljter bcr Knien ©eite biefer 
(Steigung in $robufte unb fe&t bie redete ©ette = A, fo ergiebt ft$: 

ßbenfo fetgt au$ ber ©teic^ung (6), toenn man: 

gsin3 + fsiny ^ B 

gsintf — fsiny 

fefet: 

, a-f/9 — u — v « — 84-v — u „ 
«g— I1±L 2 cot ii J = B - 

9ltfo, toenn man fcfyliefctic^ a + = Ä unb bie Ünbelannte u + v = q> 
fubftttuirt: 

m W*+») __ A 

9fu$ biefer ©feid^urtg ftnbet man analog tote oben: 

sin X __ A + B 
sinqp A — B 

©efet man für A, B, X unb q> toieber itjre SBertfye ein, fo ergtebt 
ftc§ barauS na<$ einigen Umformungen: 

j-|-sin0sin<$ sin a sin yj sin (<*+/?) 

sin (u + v) = '- r-~ r-s~. 

v ' J sin a sin o — sin ß sin y 

©a biefer Sßerti) be3 gefugten sin(u-fv) für bie logaritljmifd&e 
Meinung no<$ Wenig geeignet ift, tooKen toir benfelben in eine an* 
bere gorm bringen. 

3toifc$en ben gegebenen bier SBinleln finbet bie 23ebtngung$* 
gteictyung ©tatt: 

a + ß + y + d = 2n. 

Plan er^ätt atfo, toenn man y eliminirt: 

©$ettfca<$ Aufgaben. * 6 
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sin a sind — sin/?siny = sinasind-f sin/?sin(a + /*+d), 

= sin asin d + sin /9cos/? sin (a + d) + sinß*cos(a + d), 
= sin(a + /9)sin(0-f d). 

©ubftituirt man blefen ©ertlj in bic obige ©tettymg für sin(u + v), 
fo erhält man: 

sin GJ + <J)sin(u + v) = -j- sin /»sind sinasiny, 

= -§- sin/* sind {I 1 . a . 1 } , 

f r t g t sin/?sind)' 

©ubftttutrt man no#: 

Psincrcosy 
g*sin/?sind ~~ **' 

atfo: 

f'sinasiny . . 

fo finbet man: 

sin(a + v) = ggin ^ sin3cos(£ + y) > 
v ' f cos ß cos y sin (/? + <*) 

SRa# ber £)eftottton$gtei#ung bon e ift aber: 

. Ä . . Psinacosy 

gsin£sind = - '-, 

gtg« 

atfo toirb fetylteglicty, loenn man biefen SBertlj einfefct: 

. , , x fsinacos(€ + y) 

sin(a + v) = — : . ; a " - 

v ' gsin«sin(/9 + d) 

$at man fomttu+v gefunben, fo ift e$ tetci&t, au« einer ber obt* 
gen ®lei#ungen ben ffiertlj bon u — v ju euttoicfeln. 3ft aber u 
unb v fclbft befannt, fo geben bie urforüngtlc^en ©leic$ungen nn- 
mittelbar bie Unbefannten a unb c. 

13) SKan $at ein beliebige« »iereef E'F'G'H' (gig, 11) 
unb bier fünfte A, B, C unb D, n>et<$e in einer geraben 
Sinie liegen. 2Wan foll ein Siered EFGH fonftruiren, 
ba$ bem gegebenen äl?nli$ ift unb beffen Seiten ent* 
tpeber felbft/ ober in tfyren Verlängerungen bur# jene 
feften fünfte ge^em 

(S* fei AB = a, BC = b unb CD = c. Der «Bin! et U E' 
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fei =a, bic Äußentoinfel Bei F' unb H' refp. = /? unb y. 83c- 
gei<$net man ferner ET' mit d, E'H' mit e unb ba$ unbefannte 
83erljä(tmj$ ber entfore^enben SBieredsfeiten mit x, fo Ijat man in 
bem gefugten 3Merede EFGH bie Seite EF = dx, EH = ex, ©in* 
fet FEH = a, AFC = ß unb BHD = y. @$ feien außerbem bie 
unbefannten ©treden AF == y, HD = z, bie Sinlet FAC = q> unb 
HDC = ip. 

@$ ergeben fic$ nun aus ben SDreieden AED, AFC unb BHD 
folgenbe fünf ©teicfyungen jnrtföen ben fünf unbefannten ©rö&en: 

(1) (a + b + c)sini// = (y -f dx) sin«, 

(2) (a4-b + c)sinqp = (z + ex) sin a, 

(3) (a + b)sin(0> + b) = ysinft 

(4) (b + c)sin(?// + y) ==zsiny, 

(5) q*-\-ip = Ti — a. 

©efet man bie au$ (3) unb (4) hergeleiteten ©ertlje bon y unb z 
in (1) unb (2) ein, fo ergiebt fl<$: 

(a + b + c)sint/> a-f b . r , .. . . 

- — ! — r— - — = .' sin (©+/?) + dx, 

SM« sinß vr i r/ i 

(a + b + c)sincp b + c . e 
— — ■ — r — - — — = — r 1 — sin (tb + y) + ex. 
sina smy \r • // « 

®urc$ ßliminatton *>on x folgt bann eine ®teic$ung, meiere, 
toenn man mit pfiffe bon (5) no$ ip eliminirt, bie ©eftaft erhält: 

sin« {esinCy+oO-dsiny} 

e ( a + b ) . , . ^ d(b + c) . , . N 

= - \ ' / sin(y + i?) v . ' ' sin(q) + a — y\ 

sin/? vr ' ry siny y * u 

Hu« biefem föefuttate erhält man nun leitet, toenn man mit cosgp 
bibibirt, eine ®feic$ung erften @rabc$, toelc^e ben 2BertIj bon tgg> 
jrgiebt ©amit ift q> unb \p unb na$ (3) unb (4) au$ y unb z 
gefunben, SDaS gefugte 33iered ift atfo feiner ©eftatt unb feiner 
Sage ju ben gegebenen fünften na<$, Dößig beftimmt 

14) $n ein gegebene* Ouabrat ABCD ($ig. 12), bef* 
fen Seite =a ift, folt ein £)reied AFE gejei<$net toer* 
ben, beffen SBinfet a, ß, y finb, unb beffen eine<Sde mit 
ber ©de be$ QuabrateS A jufammenfältt 

6* 
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SBir begeid&nen bett unbefannten SBinfet BAE mit q> unb bie 
©tredfe BE mit u. ffiäljtt man ferner ben £)ur<#meffer be$ um 
ba$ Dreledf FEA betriebenen Jf reife« gut ßmljeit, fo ftnb bie 
DreiedfSfeiten bie sinus ber iljnen gegenüberliegenben SBinfet. SWan 
er^ätt atfo au$ bem Dretede FCE: 

a — u = sin a sin (ß — qp), 
ba SBinlel CFE = 0— <p ift. gerner folgt an« ABE: 
a = sin y cos qp unb u = sin y sin y» 

©efet man aber biefe Sßertije oben ein, fo ergiebt ftety: 

sin y (cos q> — sin g>) = sin a sin (ß — gp) 

ober: siny — -sinytggp = sinasin/? — sinacos/9tgg>, 

sin (a + /9) — sin a sin Ä 

lern = ^ — ' r/ . . £-, 

e ^ cosasin/9 

= 1 — tga + tg«cot/J. 

£>at man aber q> gefunben, fo fann man auefy fofort u unb bie 
©eiten be$ gefugten Dreiedfeä beregnen, unb jmar in (Sinljeiten ber 
gegebenen ©eite a. 

SBir fteüen im gotgenben eine SRetlje intereffanter ^araöelo* 
gramm* Aufgaben gufammen, bereu Sfaftöfung fi$ auf einem bop* 
fetten SBege betoerffteffigen lägt. 3Kan !ann nämtiety erftens rein 
atgebraifety berfafyren, inbem man ftett bie ©umme unb ba$ ?ßro* 
buft ber gefugten ©tü£e gu beftimmen fud&t, ober man fann, inbem 
man an ©tefle ber Unbefannten ftretefunftionen einführt unb biefe 
beregnet, bie Probleme auf trigonometrif^em SBege auftöfem 2Bir 
»erben inbeffen nur bei ber erften Aufgabe beibe SWettyoben bur$« 
führen unb un$ bei ben fotgenben auf bie g&eite beföräntau 

15) S5on einem *ßara(tetogramme ABCD (fjig. 13) ift 
gegeben ein Söinlet =/?, bie Summe ber beiben 3)iaga* 
naten = 2a unb ber Sßinfet a, toetd&en biefelben mit ein* 
anber bitben. 9Kan foll bie ©eiten unb diagonalen be« 
^arattetogramme* beregnen. 

33egei<$net man bie falben diagonalen at$ unbefannte ®rö§en 
refo. mit u unb z unb bie ©eiten AB mit x unb BC mit y, fo 
Ijat man bie folgenbeu ©tetd&ungen aufgutöfen: 
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(1) u 2 + z 2 — 2uz cos a = x 2 , 

(2) u 9 + z 2 + 2uzcosa = y 2 , 

(3) z + u = a, 

(4) 2uz sin a = xy sin ß. 

SRutttyltcirt man bic ®(eid&ungen (1) unb (2) mit einanber, fo et* 
fliefct fi<$: 

(u 2 + z 2 ) 2 — 4u 2 z 2 cos a 2 = xy, 

ober, toenn man mithülfe &on (3) u 2 +z 2 unb mithälfe bon (4) 
xy eliminirt: 



a 2 tg/J 2 a 4 tg/9 2 A 
u 2 z 2 + uz . % — , .»^, = 0. 
1 sin er 4 sin er 



SWan flnbet alfo: 



2sma i sina~~r sina 2 J 

©uBftituirt man: 

sma 
fo erhält man, ba nur ba$ pofittbe 2Burjetjetc$en einen ©inn l>at: 
uz = £a 2 cot X {— cot X + VcöüF+l} 9 

* ( sin/, J 

(5) uz = £a 2 cot X tg \X, 

35ie ©iagonaten u unb z (inb alfo bie SBurjelu ber quabratifd&en 
©leid&rotg: 

t 2 — at + ,}a 2 cotAtg|^ = 0, 
aus ber man erhält: 

t = £a{l + iZl — 2 cot AtgiÄ}, 

©otten biefeSBertye reeü fein, fo muß 2coUtg^<l fein. SWan 
lann alfo immer fefcen: 

(6) 2coUlg^ = sin/w 2 . 

SWit^in toirb föttefetiety: 

u = |a{l + cos^} = acosijti 2 
unb: z = |a{l — cosju} = asin£/u\ 

3fo$ ber ©teid^ung (1) erhält man toetter mit £üffe bon (3): 
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x* = a f — 2uz (1 + cos a), 
= a 8 — 4uzcos5a f , 

ober naü) (5) unb (6): 

x* = a*(l — cos|a*sinju'). 
©anj ebenfo ergtebt fi<$: 

y 1 = a^l-— sin^a'sin/u*). 
©efct man enbtk$ no$: 

cos ^a sin ^u = s'imp 
unb : sin £a sin ju = sin #, 

fo erhält man für x unb y bic Snbtoertye: 

X == BCOSXp 

unb: y = acos%. 

Um nun gtoeiten* bte gegebenen ©letd&ungen trigonometrtf<$ 
aufjutöfen, fefee man: 

x = r sin q> 
unb: y = rcosg>, 

inbem man r unb y als neue Unbefannte einführt ©ubtraljtrt 
man aföbann (1) bon (2), fo ergte&t ft$: 

r*(cosgp , — sing> f ) = 4uzcosa, 
ober na<$ (4): 

r*(cosqp*— sing)*) = 2r* sing) cos g> sin/? cot a, 

©omtt ergiebt fi$ erften* für ben SBinlet g> bte ®tet<$ung: 

cot2g> = sin/9 cota. 
Slbbtrt man ferner bie ©tetd&ungen (1) unb (2), fo erhält man: 
r' = 2(u*+z«), 
= 2(a 9 ~-2uz), 

= 2ja , —rsina>cosflp-r- £ -/ f 

w«. s 2a* sin a 

ober: r 1 = • 

sina-|-sin2g>sin/? 

©ubftituirt man jefet: 

sin2g>sin# L . 

sina nf 
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fo folgt: 

r 1 == 2a* sin ^ 

ober: r = /2asin^ 

Da man alfo r uttb q> Beregnet l)at, fo finb x unb y eben* 
falls -gefunben- 2tu$ ben ©teid&ungen (3) unb (4) ergeben jtt&bann 
au<$ unmittelbar bie ©ertlje t>on u unb z. 

16) 2$on einem «Parallelogramme ABCD (glg. 13) ift 
ber Umfang gegtben = 2a, ein SBinfet = /? unb berffiin* 
lef a, melden bie diagonalen mit einanber bitben. <£$ 
foltert bie Seiten unb (Diagonalen be$ ^arattelogram* 
med beregnet werben, 

@$ fei AB = x, BC = y, OB = u unb OZ = z. 2Ran er$fift 
bann bie fofgenben fcier ©leid&ungen: 

(1) x + y = a, 

(2) x* = z f + u f — 2az cos a, 

(3) y t = z t + u t + 2azcosa, 

(4) 2uz sin a = xy sin ß. 

3Ran fubftitnire toieber: 

x = rs\n<p 
unb: y = rcos<p, 

©ubtratyirt man atebann (2) *on (3), fo ergiebt fi<$ mit $filfe 
üon (4): 

r* (cos qp f — sin g> % ) = 2r * sin q> cos q> cot a sin /?, 
ober: 

(5) cot 2g> = cot a sin ß. 

«u* (1) aber folgt unmittelbar: 

(6) r = -= ? 

y2cos(g> — \n) 

@$ ift fomit x unb y gefunben. 

Um u unb z ju beregnen, abfctre man (2) unb (3). SWan erhält: 

u , + z* = ir t . 

Jtoßerbem ift na# (4): 

. t . ft sin/? 
uz = 4rsin2a>-^- ri * 
x sina 
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Sefet man enb(i$: 

u = r'cost// 
unb: z = r'sint^, 

fo folgt au$ bcr erften biefcr jtoei ©teicfyungen: 

unb au$ ber gleiten: 

. sin/S 

sin 2t// = sin 2a> . r • 

@$ ift atfo r' unb xp unb bamit aucty u unb z gefunben. 

17) 3« einem ^Parallelogramme ABCD (gig. 13) ift 
ber Umfang gegeben = 2a, ein Sßinfel = unb bie 
Summe ber Diagonalen =2b. S$ f ollen bie Seiten unb 
diagonalen beSjßaralletogrammS beregnet toerben. 

Die unbefannten Seiten feien x unb y, bie Ijalben Diagonalen 
u unb z. @$ ergiebt fi<$ bann jur ©eftimmung biefer bier Unbe* 
fannten ba$ folgenbe ©leid&ungSftyftem: 

(1) x+y = a, 

(2) u + z = b, 

(3) x* + y 2 — 2xycos£ = 4z*, 

(4) x*+y t + 2xycos/S = 4u*. 

•ÜRan fubftituire, um biefe ®(ei<$ungen aufgulöfen: 
x = r sin q> 9 z = r' sin xf> 9 
y = rcos<p, u = r'cost//. 

Duabrirt man atSbann bie beiben erften ©letetyungen, fo ergiebt ft$ 
naety einfachen Umformungen: 

(10 si«2<p = -^- 

b* — r'* 
unb: (2') sin2^ = — p* — 

gerner ergiebt fi$, toenn man (3) unb (4) abbitt unb fubtrafyirt: 

(3') r* = 2r'* 
unb na<$ biefer ©teietyung: 

(4') sin 2q> cos/9 = cos 2t//. 
Ouabrirt unb abbirt matt bie ©leic^ungen (2') unb (4'), fo folgt: 
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i_(J£-i) , + (£-i)W 



SWan fann nun immer f uBftituiren : 



unb: 



(5) -p — l = cosA 

(6) (^r-l)cos/?=:sin^ 



£>ur<$ SUmttiatton bon r' au$ tiefen (Steigungen ergtefct fi<$: 

2b , -a 2 . 2b* . , 

— = cos A = 3- sin /,♦ 

a* a f cos/J 

©ubftttuirt man enbtid^: 

2b' _, 
a*cos/S "" g *' 

fo folgt: 

COS ( A + *) = 1 cos e * 

5Die au$ biefer (Steigung beregneten Sßertlje bon X fefet man in 
(5) ein unb erhält föltefslty: 

b 

r = 77' 

COS^A 

9ia$bem auf biefe SBeife r gefunben ift, ergeben fi$ au$ (1'), 
(3') unb (2') unmittelbar bie anbern brei unbetanuten ©rSfcen. 

18) SSon einem ^Parallelogramme ift ber Umfang 
= 2a gegeben, bie ©umrne ber Diagonalen = 2b unb ber 
SßJitt Jet a, melden biefelben mit einanber büben, @6 
f ollen bie ©eiten unb Diagonalen be$ ^araltetogram* 
me$ berechnet »erben. 

9tac$ ben SBegeid^nungen ber bortyergefyenben Kummer Ijat man 
baß @lei$ung$ftyftem aufjutöfen: 

(1) x+y = a, 

(2) u + z = b, 

(3) z' + u f — 2uz cos a == x*, 

(4) z 8 + u 2 + 2uzcostt = y f . 

ffienbet man bie in ber borigen Plummer eingeführten ©ubfti* 
tutionen an, fo erhalt man gotgenbeä: 
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(3') r f = 2r", 

(4') sin 2xfj cos a = cos 2q>. 

£)iefe ©Iei<$ungen finb aber benen ber borigen Stummer ganj 
analog. SRan finbet, toenn man cos29>* + sin2gp 2 bitbet, btc ©tei* 

goIgKd^ f foenn man: 



F — 1 = cosX, [—i l^cosa = sini, 



unb: j-ri = tg€ 

2b* cos a e 

fuBftituirt: 

cos(A + g) = J — cos« unb: r = 



y2cos£A 

3»an fyat alfo au<$ unmittelbar bie ©erflje ber anbern in (1'), 
(20, (30 unb (40 enthaltenen unbefannten ©rögen. 

19) <S$ ift in bem $araUetogramme ABCD ($ig. 13) 
ber $n1?att = P unb ber Umfang =2a gegeben; außer* 
bem fei bie ©umrne ber SDiagonaten =2b. g$ fotlen bie 
©eiten unb ^Diagonalen be$ ^JaraHelogrammeS beregnet 
»erben. 

Äußer ben ©eiten x unb y unb ben falben Diagonalen u unb z 
tooBen toir no<$ ben SBtnlel a, to>et<$en u unb z mit einanber bil* 
ben, al$ fünfte unbelannte ©röße efoffiljrem (S* ergeben fi$ bann 
bie folgenben fünf ©teutyungen: 

(1) x+y = a, 

(2) u + z = b, 

(3) 2uzsina = p, 

(4) z* -f u* — 2uz cos a = x*, 

(5) z* -f u* + 2uz cos a = y f . 
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©iefelben geljen, -toenn man hiebet: 

x = r sin g> 9 z = r' sin i//, 

yr=rcosy, u = r l cost^, 
fubftituirt, in bie fofgenben über (bgt. SRr, 17): 

(10 sin 29 = -^^-, 

b f — r" 
(2') sto8^ = — pr-, 

(3') r"sin2t/;sina = p, 
(4') 2r" = r ; , 
(5') sin 2^ cos a = cos2gp. 
(Slimtnirt man toteber r' unb bitbet sina f + cosa*, fo ergiebt p<$: 
4p 8 l — sin2y* 

r 4 sinity* + sin 2^" ~~ ' 
ober: 

1 + "if = sin2(p» + sin 2i// f . 

2»tt £ütfe Mm (1') unb (2') ergiebt fty äffe: 

r 4 +4p f = (a , -r , ) , + (2b f -r t ) t , 
ober: r 4 -2r*(2b , +a , )+4b 4 +a 4 -4p t = 0. 

Darauf folgt aber: 

(6) r , = 2b*+a , ±2/bV + p t , 
£at man auf biefe Seife r gefunben, fo ift mäf r f unb aus (V) 
unb (2') anty g> unb %p befannt. 

SWan überzeugt ft$ tei#t, loenn man berficffic$tigt, baß 
r , = x , +y» ift, baß ba$ ©urjeljetctyen in bem SBertlje r* nur ba$ 
negatioe fein barf, 

2Rtt 4>filfe ber ®teic$ung (6) ober: 

x' + y* = 2b , + a t — 2y'bV+p t 
unb ber ©lei^ung (1) fann man bie SBertlje t>on x unb y felbft 
enttoiefetn. Wlau erhält junäd&ft: 

xy = /aV^Pp* — b* 
unb barau«: 



x = ia + }/la , +b , -/a , b t +p t 
unb : 

y = *a — j/$a f +b f — ^a f b'+p*. 
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©an) ä^nttc^ fittbet man avß bem SBertlje bon r" bie ©regen 
u unb z. 

20) SWan fennt in einem Parallelogramme ABCD 
(gig. 13) ben einen SBtnlet = /*, ben ©intet, toetd&en bie 
diagonalen mit einanber bitben = a unb ben Snljalt 
= p. 9Wan fott bie ©eiten unb Diagonalen be« Paral- 
lelogramme* beregnen. 

SBenn man toieber bie falben Diagonalen = u unb z unb bie 
©eiten =x unb y als bie unbefannten ®ri$en einführt, fo erhält 
man bie fotgenben t>icr ®tei$ungen: 

(1) 2uz sin a = p, 

(2) xysin/? = p, 

(3) i^+z* — 2uzcosa = x* 
unb: (4) u*-f z*+2uzcosa = y\ 

SKan fefee toieber: 

x = r sin q>, u = r* sin tp, 
y = rcosqp, z = r'cost//. 
SilSbann geljen bie gegebenen ©teid&ungen in bie folgenben über: 
(1') p = r'*sin2t//sina, 
(2') 2p = ^1129 sin/?, 
(3') r f = 2r'*, 
(4') cos 2q> = sin 2%fj cos a. 
«u* (1') unb (2') erhält man aber, natybem man i* eliminirt %at: 
r*\ • o. sin2a>sintf 
T sina ' 

ober, toenn man biefen SBert^ in (40 einfefct: 
(6) cot 2q> = sin ß cot a. 
gerner ift au$ (2'): 

folglich: 
unb: 



_i /p'gy 



sin ß sin 2g> ' 



sin/? 

pcotgo 
sin/? 
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SHit £>ütfe be* ffierttje« toon r unb bcr ®tei<$ung (5) ftnbet man 
enbti<$: 



r'^ 



r sin2i/>! 



olfo: 



unb: 



sin2i/;sina ' 



f sma 



-y j 



'2p coli/; 
sina 

21) 3JTan feunt in bem ?ßaraltetograinme ABCD (gig. 13) 
bie ©umtne ber ^Diagonalen unb Seiten —2a, bcn einen 
SBinfel = /? unb ben 3Magonalenn>inIel = a. @$ foüen 
bie ©eiten unb diagonalen be$ *ßaranefogramme$ 6e* 
rennet werben, 

©ehalten tote biefetben 33ejeid&nung«n, toie in ber vorigen SRum* 
tner bei, fo ergeben fi$ jioiföen x, y, u unb z bie fotgenben biet 
(Steigungen: 

(1) x+y+u + z = a, 

(2) u 2 + z* — 2uz cos a = x*, 

(3) u 2 + z* -f 2uz cos a = y*, 

(4) x* + y 8 — 2xycos/? = 4z\ 
gjian fubftituire: 

x = j2 r sin g>, u = r' sin g>, 
y = y2rcosgp, z = r'cosqp. 

9lbbirt man atSbann (2) unb (3), fo ergtebt ft$ unmittelbar: 

r=Y, 
5Die ®lei$ungen (2), (3) unb (4) nehmen bemnaty bie ©eftalt an: 
(2') 1 — sin2t//cosa = 2singp*, 
(3') 1 + sin 2xp cos et = 2 cos q>\ 
(4') 1 — sin 2<p cos ß = 2 sin xfj\ 
£)VLTä) aKuttipniation fcon (2') unb (3') ergtebt ft<$ aber: 

sin 2q> % = 1 — sin 2xp 2 cos a\ 
gerner ge$t (4') in bie gorm über: 

sin 2y cos/? = cos2i//. 



itnb: 
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«Hfo, tt>enn man au« ben Beiben tefcten ®tet<$ungen sin2g> eliminirt: 

cos ß % { 1 — sin 2^* cos a'} = cos 2\p x . 
goIgHd^: 

0ft cos/^sinaN 

cos 2tir = -^ *— -r — ^ 

x 1 — cos or cos £* 

• o . i sin Ä* 

sin 2^* = -z -^ rr 

x 1— cos a* cos/? 1 

9Han flnbct affo: 

(5) cot 2xf) = sin a cot/? 
unb analog: 

(6) cot2qp = sin/ffcota. 
«u« bcr (Steigung (1) ergießt ftc$ enbttc$: 

r{/2(siny4-cosg)) + cosT// + sin^} = a, 

ober, toenn man sing>-f-cosg> unb cos^ + sini// in ^robufte toer* 
toanbelt: 

r/2{/2cos(i7r— gp) + cos(Jrc — ip)} = a, 

äKan er^ft alfo: 

a 

r = -r= — = -. 

Y2{/2 cos^tt— g>) + co$(i7t — yj)} 

©efct man enbßc$ qo$: 

(7) cosiin-rp) 

V2cos(ln—g>) 

fo ftobet man: 

r-f- acos X 8 

2cos(47T — q>)' 

£at man alfo am (5) unb (6) q> unb ^/, unb bann aus (7) 
* gefunben, fo fann man r unb atfo aw$ bie unBefannten ©rd&en 
x, y, z unb a fetBft leidet Beregnen* 

22) <S« ift ein *ßunft B (gtg. 14) but<$ bie red&ttoinf* 
tigen ©trecfen BA = AO = a gegeben. SRan fort bur# 
iljtt eine gerabe Stute BC fo legen, ba§ ba$ auf berfelBen 
*>on ben ßoorbinatenajen OX unb OY aBgef<$ntttene ©tfi<J 
= bift. 
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@efct man OC = x unb OD = y, fo crgiebt fi<$ au« ber Ste^u* 
lictyfeit bcr SDreietfe ABC unb ODC bie ©teic&ung: 

a(x-y) = xy. 
33ejei<$net man enbti<$ bcn ©tnfet DCO mit q>, fo toirb: 

x = bcosgp unb: y = bsiny. 
%n$ bcr obigen ©(etc^ung ergicbt fic§ fomit: 

a {sin (%n — q>) — sin q>] = b sin gp cos cp, 
2& cos in sin (±7t — q>) = |bsin2g>. 
3ft ferner ber Sßinfet OBC = ^, fo $at man bie (Steigungen: 

xp = {7€—q) unb: 2tfj = ^71 — 2y, 
fo ba& bie obige ©teic^ung in bie folgenbe übergebt: 

2 a V2 

— r — sini// = cos2i^ = 1 — 2sint// f , 

ober: _ 

b _ 2>/2sint// 

a ~~~ l — 2sint//*' 
©ubftituirt man alfo: 

(1) f/2sini// = tga, 
fo toirb fofort: 

(2) tg2a = |. 

£)ie au$ biefer ©teietyung Beregneten SBinfet a geben ,gti>et t>er* 
fcfciebene SBertfye für tga, fo baß ft$ mit £ütfe fcon (1) bier SBinfet 
t/; ergeben, n>et<$e fämmtlicty jtoiföen unb 2n liegen. S« giebt 
baljer &ier berfetyiebene 8inien bur$ ben ^ßunlt B, toetetye bie üer* 
langte ©ebfngung erfüllen, nämli<$ BD, BD P BD Ä unb BD 8 . 

23) Ss foll ein SCrapej conftruirt »erben, beffen 
ni$t parallele ©eiten beibe =b, beffen eine parallele 
©eite =a unb beffen $tä#eninijatt ein SKajimum ift. 

@$ fei ABCD (gig. 15) irgenb ein SErapej, beffen brei Seiten 
AD = BC = b unb DC = a bie »erlangte Sänge Ijaben, toä^renb 
bie &eränberti#e 33afi$ AB = x ift. 2Han erlennt bann junäctyft, 
ba& x I)ö#ften$ =a + 2b fein fann, toeil in biefem gälte fi<$ ba$ 
Strapej in bie gerabe 8inie AB ausbreitet. 2Birb x Keiner, inbem 
ber $unft B fi$ bem fünfte A nähert, fo toädftt ber gtäc$eninl?att 
be$ STapejeS bi$ ju einem getoiffen SWajhnum an. 3)er fuvXt B 
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toirb nämtidfr enbti$ mit A jufammenfatten, fo baß ba$ SErapej in 
ba« Dreiecf AD,^ übergebt unb x = toirb. ftäljrt nun ber 
*ßunft B fort, fi<$ in bemfetben Sinne toeiter ju betoegen, fo Ijat 
man x als negativ gu betrauten, ba$ Strafe} ttnrb überfragen unb 
fein 3fn$a(t ift ber Unterf^teb ber beiben Dreiede F AB,- unb FC 2 D 8 , 
toeld&e es gufammenfefeen. S)a nun aber biefe Beiben ©reietfe bei 
einer getoiffen ©riJße bon x glei$ groß finb, fo muß bei ben be* 
trachteten SBeränberungen ber gläd&eninljaft beS SErapejeS einmal 
bur$ ein SRapmum gegangen fein. (Entfernt fi<$ nun B t no# toei- 
ter Don A, fo toirb baS negative Dreied baS größere unb baljer ber 
ganje gläc^eninljaft negativ SBirb f($(ießti($ x = — 2b + a, fo 
geljt baS £rapej in bie gerabe AB über unb fein gtäc^entnljatt »er* 
fetytoinbet mithin abermal«. <Ss muß atfo no# einen jtoeiten aus* 
gejeic^neten 2Bert$ unb gtoar ein SKinimum geben, baS no$ t>ox 
x = — 2b-fa liegt. 

©efyen totr jefct gur ©ere<$nung biefer auSgejeid&neten SBertfye 
fetbft über. (SS fei bie £% CF beS Xxapw* ABCD == h unb 
fein gtäc^emntyaft =M. SWan §at atSbann bie ®(ei(^ung: 

(a + x)h 
2 
2tuS bem ©reierfe FCB folgt aber: 



h = ^•-(^-1)' = ^ 4 b*-(x-a)'. 
ftolglicty toirb: 



a+x 



(lKM = ^J^^b*-(x-a)«. 

©efet mau nun na#* ber be!annten ÜJietfyobe (fcgl. @<$eüba<$ 3Ra* 
tljematifcfye Seljrftunben. Stufgaben aus ber ßeljre »om ©roßten unb 
Äteinften. Berlin 1860, 8°): 

fo ergiebt ft$: 

x t -x ^ yiF^(x-a)'-|/4r > -(x 1 -a) > 

x + a y 4 b«-( Xl ~a) 1 

(Srtoeitert man re$ts mit ber ©umme ber Cluabrattourgefa, Ijebt 
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aWbann mit x 1 —x uub fefet f<$liejilt$ x = x,, fo folgt jur 99e* 
fttmmung bon x bie ©teictyuug: 

1 __ x — a 

x + a ~~ ^'-(x-a) 1 ' 
ober: 

x'— ax— 2b* = 0. 

Wlan ertyäft ba$er: 

x = — — ------ 



2 

2fa$ bem Obigen folgt nun, bag ba$ obere 83orgeic$en einem 
9Wajimum unb ba$ untere einem SWinimum ^ntf^rid&t. @$ ift ü6rf- 
gen$ Kar, bafj in fjetoiffen fJäHen, toenn g, ©• a>2b ift, ba« £ra* 
J>eg überlauft ni$t überfragen »erben fann, unb beider auty ba$ 
foebett gefunbene Minimum uicfyt möglich ift. S$ ift auä) leicht in 
afler Strenge bie 93ebingung «ufgufteHen, toet^e gur Sjifteng biefes 
Minimum erfüllt fein muf?. Damit M reell fei, mug nac$ ber 
©teid&ung (1): 

4b«_(x-a)*>0, 
ober: (2b t + x-a)(2b , -x + a)>0 fein. 

@efct man in biefe Ungleichheit ben bem Minimum entfpre* 

a ^ a * -}_ 8b* 

cfcenben SBertl} bon x = —^ — ein, fo toirb ber gtoeite gaftor 

immer pofitfb, fo bag alfo ber erfte ober: 

2b-*a-±/a t + 8b*>0 

fein vx&% Wtan erhält bafflr: 

4b-a>/a* + 8b*, 
ober enblicty: b>a. 

3ft hingegen b^a, fo finbet nur ein äRajtmnm ®tatt. 

23) Die quabrirbaren monbförmigen glasen. 

^typoerates Don ßljioS $atte föon gegeigt, baß man ein monb* 
förmige« gtätyenftfidf quabrtren fann, toenn e$ bon gtoei ÄreiSbo* 
gen unb gtoar einem #atb* unb einem SSierteKreife begrengt ift, 
Sonftruirt man nämlic$ über ber $^otenufe unb ben Äatljeten eine« 
re^ttoinlligen £)reie<J$ ^atfefreife (gig. 16 b), fo ift bie ©umme ber 
babei eutfteljenben monbförmigen glasen $tä$ bem Qnljalte be* 
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rec^t^infftgen DreiedS- ffiar baffetbc aber gteid&föenftig, fo futb 
auc$ bie 9Wonbe einanber gtet$, atfo jcber gtei$ bem Öntyatt be« 
falben ©reieef«. Qn neuerer 3*it Ijat nun ©laufen no<$ eine gange 
©ruppe monbförmlger glasen aufgefunben, beren gtäctyeninljatt mit 
£fltfe Don 3feW unb 8ta*<rf lonftrnirt »erben fann. 

@$ feien ($ig. 16) ADBC unb AD'BC jtoei 5frei$au$f<$nitte, 

»et<$e at$ ftä$englei<$ borauSgefefet »erben fotten, fo baß ba« fon* 

labe SBiercd ACBC gtei# ber monbförmtgen gigur AD'BD ift. $n 

denjenigen gälten atfo, in »etetyen biefe« SSierecf fonfiruirt »erben 

fann, ift an$ ber gtäctyeninljatt be$ entfored&enben 2ttonbe$ gefunben. 

@3 fei nun ber SRabtu« AC = r unb AC' = r', ©infel 
ACE = ma nnb ACE = na. 3Kan erhält bann au« ber gl&d&ett* 
gteid^ett ber ffrei«au$fc$nitte bie Sebingungflgleid&ung: 

iVm =rVn. 

gemer ift: 

AE = r sin ma = r* sin na, 
atfo mit 23erü<ffi$tigung ber foeben gefunbenen ©teid&ung: 
m sinma __ sin na 
j/m |/n 

3fo$ biefer ©teid&ung folgt immer eine atgebraifc$e ©teidfrung für 
bie unbekannten ©rößen sina unb cosa, bie fi# in einzelnen gälten 
auf ben jtoeiten ©rab rebuetrt, fo baß itjre SBurgetn geometrifc$ 
fonftruirt »erben fßnnen, SBenn erften$: 
m = 1 , n = 2, 
fo ergiebt fld^ <nß (1): 

-fä sin a = sin 2a , ober : cos a = Y% = cos 45°. 
Qn biefem gälte folgt atfo ber f<$on oben ernannte 2Konb be$ 
£tW>ofrate$ (gig. 16b): 

(2) 3ft m = 1, n == 3, fo erljätt man: 

j/3sina = sin 3a = sin a cos 2a + cosa sin 2a, 
ober: V3 = cos2a+2cosa* = 2cos2a+l, 

©omit ift: 

cos2a = — -ä — , 

ober: ma = 34°,25 unb: na = 102°,75. 
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(3) Berni m = 1 uub n = 5 ift, fo tinrb: 

^ösina = sin 5a, 

= sin a cos 4a + 3 cos a sin 2a cos 2a« 
9ltfo: ^5 = cos4a + 4cosa*cos2a, 

=c2cos2a*~ l+2cos2a{cos2« + l}. 

Won ffabet alfo eine quabratiföe ©teid^utig für cos 2a, toet<$e 
bte SBurjefa liefert: 

|/5 + 4^5~l 

cos 2a = - — ■ — 3 

4 

ÜDatattf folgt: 

ma==23°,45 mtb: na = 117°,25. 

(4) Oft m = 2 uub n = 8, fo toirb: . 

y3sin2a = fä sin 3a = ^2 (sin a cos 2a -f 2 cos a* sina). 
£>efet man mit sina, fo ergteM ft$: 

V6 cosa = cos 2a + 2 cos a*, 

= 2 cos 2a + 1« 
Duabrtrt man alfo, fo folgt : 

3 (cos 2a + 1) = 4cos2a 2 + 4cos2a-f- 1. 
9J?on ftttbet atfo toieber eine quabratifctye ©tetd&ung, toetd&e bte 
SBurgetn liefert: 

cos2a = g 

3Ran erhält mithin: 

ma = 53°,6 unb: na = 80% 

(5) Oft enbltity m == 3 unb n = 5, fo finbet man: 

Vb sin 3a = j/3 sin 5a, 
ober: 

y -sr sin 3a = sin a cos 4a + 4 cos a f cos 2a sin a. 

£ebt man btefe ®ktym& mit sina, fo folgt: 

l/-^-(cos2a + 2cosa 2 ) = cos 4a + 4 cos a* cos 2a 



mtb: 



Vy (2cos2a+ 1) = 2cos2a 2 - l + 2cos2a(l + cos2a). 



7* 
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£)iefe quabratifc^e (Steigung liefert fd&fteßlic^ ben SBertfy: 

unb barauS: 

ma = 50°,4 unb: na = 84°,0. (®ie$e gig. 16.) 

£at man alfo monbförmige Stäben, beren ©rengünien Äret$* 
bogen Don ber in ben fünf betrachteten gäöen angegebenen ®rö&e 
ftnb, fo !ann man ftets ba$ p^engleid^e fonbeje SSiercd ACBC fon* 
ftrutren, ba man bie SBinfef unb ©eiten mit #ütfe be$ 3irte(« unb 
Sineate finben fann. <S$ finb alfo bamit au# bie fünf behafteten 
gtä^en quabrirt. 

24) $)ie SRatfattifdje Aufgabe. Qn ein gegebene* 
£)rete<f ABC ($tg. 17) mit ben ©eiten a, b unb c fetten 
brei Äreife fo gefegt werben, ba§ jeber Don i^nen bie 
beiben anbem unb jtoei £)reied$feiten berührt. 

£)ie ßrftfernungen ber SBerfifyrungSpunlte ber brei gefugten 
Äretfe Don ben entfpred^enben ßtfen A, B unb C be$ gegebenen 
£)reie<f$ feien refy. x ? y unb z, K unb L feien bie 9Äittefyunfte 
ber bie ©eite CB berüljrenben Greife, fo bafc BM = y unb CH = z 
ift. 93ejeic^net man nun bie 2BinM be$ SDreiedä ABC mit refp, 
«, ß, y, fo ift: 

LM = ytg££ unb: HK = ztg£y. 
£)a nun: 

KL = ylgiß-\-zlgiy unb: HM = a — y — z 
ift, fo erhält man: 

(ytgi/g + ztg|y) 2 = (a- y- z)' + (z tg£ y -ytg £/?)', 
ober : y + z -f 2 /yz tg iß tgiy = a. 

SBejeicfynet man aber a + b + c mit 2s, fo Ijat man: 



-"-i^Ä* -* ^=/ a ^ fcÄ 



s(s-b) M,,v - *»*'-)/ s(s-c) 
©efct man nun 



alfo: tg*atgi/?=l-4 



1 — cos<p 2 , ober: a = ssinqp*, 



©eomctrtf^e vmb ^flfottföe ffaf gaben. 101 

fo ergieBt fic$: 

(1) y + z + 2/yz cosq> == ssingp** 

Änafog erhält matt, wenn man b = s sin^* unb c = s sini//* fefct: 

(2) z -f- x + 2)/xz cos# = s sin# 2 
unb: (3) x-f-y + 2/xy cosxp = ssin^*. 

Die Söfung tiefer brei ©feidfmngen gelingt leidet , toenn man 
fi<$ in einem Greife, beffen £)urc§meffer = 1 tft, ein 5Dreie<f mit 
ben SBinfetn o~&a—%p itnb n— q> fonftruirt, tt>o2<7 = <p+V+X 
ift. SBejei^net man nnn bie brei Seiten biefeS SDreiecf^ mit e, f, g, 
fo ift: 

e = sin((r — %), f = sin(or — ^») nnb: g = sin<p, 

2Kan erhält atfo bie fotgenbe Delation: 

(1') sin*((r— x) + sin*(<r— tp) + 2 sin (a— #)sin (er— t//) cos 9 = sin q>\ 

Analog erhält man an« jtoei ©reieefen mit ben SBinfetn tt— x, 

a—g> 9 a—tp nnb n—tp, o — q>, o—x bie fotgenben ®tei* 

jungen: 

(2') sin 8 (<r— q>) + s\n*(o— x) + 2sin {o—<p) sin (a—x) c ostp = sin tp* 

unb: 

(3') sin*((r--t//) + sin*(<T---5P) + 2sin((;-~t//)sin(tf---9)cosx===sinx a 

35ur<$ 33erglei$ung biefer (Steigungen (1'), (2 f ), (3 f ) mit (1), 
(2) nnb (3) erhält man unmtttetbar: 

x = ssin(a— q>)* 9 y = ssin(a— x)*> z = s sin (a — \p)\ 

@6 finb mithin bie SerüljruttgSjMnfte ber Äreife nnb batyer 
biefe fetfcft gefunben, 

Sötö man bie$ SRefuttat geometrifc$ fonftruiren, fo verlängert 
man CB fi&er B tyinau* bis F, fo baß CF == s ift, mad&e CD = c 
unb CE = b, fd&tage über CF als £>urd)meffer einen £>atb!ret$ unb 
erriete in D, E unb B ju biefem £)urd)meffer bie 8ottye DD', EE' 
unbBB'. S(u$ bem rec$ttuinfügen ©reiede CB'F erhält man atäbann: 

B'C* = as = s , sinB'FC 2 , 
atfo: a = ssinB'FC\ 

<B$ mar aber fubftituirt: 

a = s sin <p\ 
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mithin ift: 



<p = CFB' 
CB' = 2<p. 



stttb ber Sogen: 

(SBenfo ift: 

CE' = 2% unb: CD' = 2i/>. 
SWat^t matt ttutt B'G = D'E' unb tyatbirt ben »ogen CG in H', 
fo erhält man leidet: 

85ogen CB' = q>-{-x — V> = 2(<x— tp). 
3fH bent retytoinfßgen £>reiet!e CH'F tft fotgtty: 

CH' = ssin(cr — *//). 
Saßt man aber ba* Sot§ HHL', f* ift: 

CH ,f = s CH , ober : CH = s sin {a — %p) % = »• 
@anj efcenfo ergebt fi$ bie Gonftruftion Den x unb y. 
5Wan Ijfitte bic (Steigungen (1), (2) unb (3) no<$ Ceic^t auf 
einem anberen ©ege aufßfen fönneiu 
©n&ftttuirt man nämtt<$: 

x = s sin X*> 
y==ssinjw f 
unb: z = ssinv", 

fo ge$t bte ©tei<$u*g (1) in bte folgenbe fiter: 

8iHf4, t + &inv t + 2$infiiBinvco8<p = 1 — cosqp', 
ober : cos $> f + 2 sin ji sin v cos g> + sin j* 1 sin v* 

~ 1 — sin (i* — sin * * + sin fi* sto v *, 
ober: cos 9) + sin /i sin? = + cosj* cosk 

SDa^er ift: 

cosg> = + cos (/u + t>), 
wenn man nur bie oberen ober unteren Beiden jufcrmmeunünmt. 
<S* ift folglich 

ober: ii—v — n—g). 

analog erhält man an* (2) unb (3): 

X-{-v = x> ober: y—i = 7r—% 
wtb: A+/u = t//, ober: X—ii=n~-ty. 

33erfidft$tigen totr gunäd^ft bie pofiti&en 33orjei$en unb betrauten 
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totr atfo bie ©umtuen ber unbefannten ©rößen, fo folgt bur# Ab* 
bition : 

©omtt ift: 

A = c — <p, 
fotgttc§ toieber: 

x = ssin(<r— gp) 8 # 
S&enfo finbet man: 

y = ssin((7— #)* unb: z = s sin(cr~^) 1 , 

£>ie anbern 9tufföfungen bcr obigen ©teid&ungen Ijaben für bie 
innerhalb be« SDreied« ttegenben Äreife leine Sebeutung. 

25) £)ie 2Katfatttf#e Aufgabe für ba« ftf&rifge 
JDreiedf, 3fu ein gegebene« f plj&rifc$e« £) reiedf ABC (gig. 18) 
fetten brei Äreife fo gelegt »erben, baß ieber berfelbett 
bie beibenanbern unb gtoei 2) reiedf «feiten berührt 

£>ie ©eiten be« SDreiedf« feien a, b nnb c, feine Sßinfet a, ß 
unb y. 5Die 9Kittefyunfte ber brei gefugten Greife feien A', B', C. 
©er Sogen B'D be« bur$ B' unb ben Serüljrungöpunft D geteg* 
ten grögfen Äreife« fei = u. ®6enfo fei ber Sogen C'E = v, 9to<$ 
biefen Sejeid&nungen ift ber Sogen B'C eine« größten Äreife«, toel* 
<$er burety B' unb C unb atfo au# bur$ ben SerüJjrungöpunft ber 
beiben Greife um B' unb C geljt = u-fv, g« fei ferner ber So* 
gen AG = x, BD = y unb CE = z unb F ber *ßot be« größten 
«reife« burd& B unb C, fo baß DF = EF = in ift 

S)a nun bie größten Äreife BB' unb CO bie Sßinfet ß unb y 
Ijalbiren, fo erhält man au« ben red&ttoinftigert fo^rifd&en ©reiedfen 
BB'D unb CC'E bie ©teid&ungen: 

tgu = sinytg£/S 
unb: tgv = sinztg£y, 

Stußerbem ergiebt fidfr au« bem ft^ärtfd&ett ©reiedte FB'C: 

cos (u -f v) = sin u sin v + cos u cos v cos (a — y — z), 
ober: 1 = 2tgutgv+cos(a — y— z). 

Sü« ben erften beiben ©tetd&ungen fotgt femer: 
tgu tgv = siny sinz tg£/J tg£y. 
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©ii&ftitutrt man aber a-f b + c = 2s, fo $at man: 



/sin(s-a^n(s-^ 
* 3r r sin s sin (s — b) 



nnb: 



fo bafj: 



tff Ay =r /sin(s~a)sin(s~b) 
**' }' sin s sin (s — c) 9 



sin (s — a) . . . . 

tg u tgv es — ^ - sin y sin z toirb. 

B * sins J 

©efct man biefen ©erty in bie obige (Steigung ein, fo ergte&t fi$, 
toemt man jn gleicher 3eit mit sins erweitert: 

sins = 2siny sin z sin (s — - a) + sins cos(a — y — z), 
ober: 

sins = {cos(y— z) — cos(y+z)}sin(s — a) + sinscosacos(y + *) 
4- sin s sin a sin (y + z), 
= cos(y— -z)sin(s — a) + cosssinacos(y-fz) 

+ sin s sin a sin (y -f z), 
= sin(s — a)cos(y— z) + sinacos(s — y — z). 

Um biefe ©leidfrung auf eine einfachere germ gu bringen, fefce man: 

a — £s = a, £s — x = f, 
b-|s = /9, is-y = i7, 
c-is = y, is-z = £. 

2H$bann toirb: 

sin s = sin ( js — a) cos (£ — 17) + sin (£s + «) cos (£ -f tj\ 
= sin {(|s — a) + sin (£s + a)} cos £ cos t] 

— {sin (|s + «) — - sin (|s — a)} sin £ sin 17, 
ober: 

2 sin £s cos ±s = 2 sin |s cos er cos f cos 7 — 2 cos £s sin a sin g sin 17 
ttttb: 

cosa cos?? cos£ sin« sin rj sing __ 
cos£s sin|s ~~ 

©enn man analoge töed&nungen auf bie anbern Beiben ©eiten 
be$ foljärifd&en £>reie<f* amoenbet, erhält man no$ jtoei ä^ntid^e 
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©efct man nun jur flMürjuna, an ©teöe bet cos bie ©intet 
fetbft unb an ©teKe ber sin bie ffitnfel mit einem oberen Äccente, 
tooBei toir aber cos}s = s unb sin^s = s' f^reiten ttoöen, fo nelj* 
men biefe ©(eid^ungen bie Sonn an: 

(3) Ä_^ aL 

©uBftitnirt man nnn (2) öon (1), fo folgt: 

i fc s 5 fe ' 

ober: 

<"?-/?£ il_ J7 

oV-ZJ'P ' • "" C ' 

tßenn man aBer (1) quttbrirt, fo ertylft man: 

/atj oV Ü.V— * 
VT"" s' * £/ _ £" 

ober,baC t +P , = l ift: 

©uBfHtutrt man in biefe @lei#una, ben für 4- gefnnbenen ffiert$, 

fo finbet man nacty einfachen Umformungen bie ©feid&ung: 

(4) (^ß^^a^f]Y^s\^i^^y+s'\af]^ßS)\ 

<g* ift nun ju karten, baß w biefe ®lei<$nng ibenttfc$ ift mit ber 
fofgenben : 

(5) {afigif-*pbir = *\W-*W+*\hl-°fi\ 
bettn bie Differenz biefer Beiben ©leic&ungen liefert eine tbentifc$ 
rid&tige ©letc^uttg- 9Wan !ann atfo jefct au« (3) unb (5) bie Bei- 
ben unftetonnten ©rögen §17 unb §rf beftimmen, Qu biefem 3to>e<fe 
bibibirt man no$ bie ©ieid^utig (5) mit sV f f fo ba§ fi$ ergießt: 

(aß §V _ «£ &V-Ä- ^Yj-fÄ-^ 
Vg' s' s' s / \ s' s' / "*" \ s s/ # 



106 3»«te H&tyeftmtg. 

©efct man enbtt<$: 

&«t f *£ = *, ^ = * u«b: *£ = *, 

g ' s' ' ' S 8' ' 

fo ftnbet matt aur SBeftitnmung tton t unb V tote Beiben ®tei<$ungen: 

(7) yt-/l' = l 
nnb: (8) (XV-Vty = (\'-Vy+(t—K)\ 

9Wan Bringe bie gtoeite biefer ©tetd&ungen in bie fotgenbe Qform: 

<S8 bebeute jefct q> ben Softnue eine« no$ nn&efannten SBinfet«, 
fo fann man, toenn <j>' ben sinas beffet&tn SGJinfet« bebeutet, immer 
fnoftitniren: 

«*: (10) ^ = ^ 

SMttylidrt man nun, um q> gu Befthmnen, (9) mit X unb (10) 
mit V unb fu&traljtrt bie refuttirenben ©teW&ungen, fo folgt: 

(11) ty— Jiy = l. 

2tu$ biefer (Steigung !ann man nun, ba g> f = yi — q>* ift, teu$t 
ben äBertlj Don <p ettttondetn unb mit feiner £ütfe t unb t' &e* 
rennen. 

SRutttyticirt man ju biefem 3n>e<fe (9) mit t unb (10) mit 
t', fo ergiefct ft# burd& ©ubtraftton ber refuttirenben (Steigungen: 

t^— ty = i. 

SöerüdEftd^ttflt man no<$ bie ®teic$ung (7), fo finbet man mit £ütfe 
ber testen ©Iet<$ung: 

(12) \ = -£=£- 



y-<p 



nnb: (13) t'- , 

©efct man in biefe ©teid&ung bie für g> nnb <ft gefnnbenen Sßertlje 
ein, fo f)at man alfo t nnb t' gefunben. 9Jlan ertjätt ölfo nac$ ber 
Sebeutung biefer aSutyfta&en bie ®tei<$nngem 
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cos 
£*? _ ff'*-?' _ sin y — sin y __ 2 

"T ~~ y<p'-y><p "" sin(<p-y) "" cQg y—y % 

cos |s cos ^^ 

ober : (14) cos £ cos n = 

cos y ' 

(Sbenfo ergiefct fi#: 

sin£±Z 

§rf = Sin 2 

s' qp — y' 

cos y 2 / 



ober: (15) sin £ sin 7 = 



sin^ssin^-O- 
cos^-^ 



$)ur<$ «bbitton unb ©ubtraftion Don (14) unb (16) ftabet man 

baljer: 

/*. . n cos^(s— w—y) 
cos (£+ 77) = — T \, y JJ» 

/> \ cos£(s + g>+y) 

unb: cos(§— w) = \/ - V , 

Vb u cos£(y — y) 

fo bafc ? unb tj otyne @$tinerigfeit gefunben »erben tönnen* Um 
übrigen« au« ber (Steigung (11) ben SBinlet <p ju beregnen, brin- 
gen toir fte auf bie gorm: 

cos« cos ff cos y sin« sin/? sin y __ 
cos£s sin£s "~~ 

unb fubftituiren: 

cot a cot ß . . 

2Äau erhält bann: 

. , , N cosif/sinAs 
sin (t// — q>) = — r- 2 — Hj- , 
vr ^ y smasin/9 ' 

fo bafc man, toenn tp beregnet i% aw$ ben Stufet tp leidet flnben 
fann. 
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26) UeBer jtoci Äreife, toeld&e in einer ebene tie* 
gen, ift ein gaben Don ber Öfinge 21 gekannt (|?ig. 19), fo 
baß ein £$eil beffelBen mit ben $erty$erien ber Betben 
Äretfe anfammenfSUt, toätyrenb ber töeft gtoei gemein* 
f$aft(i$e Stangenten Bilbet SRan lennt bie Centrale 
ber Beiben Äreife AB = a unb ba* SBerljSttnifj ber Labien 

-£- = n. <$* f oll bie8änge biefer Labien r nnb q nnb ber 

JBtnfel a Beregnet »erben, toet$en bie Labien na$ ben 
93erä!}rung*punften ber gemeinfc$aftli($en Sangenten 
mit ber Centrale Bitben« 

©inb CD nnb EF bie gemeinfd&aftUd&en Tangenten, fo ergieBt 
ft$, ba ffitnfet CAB = a ift: 

CD = EF = a sin a, Sogen CGE = 2r (tt — ä) 
unb: SBogen DF = 2q(*. 

golgtt$ erhält man bie ©feic$Mtg: ' 

asin a -\~r(n — ci) -\- (>a = 1, 
ober, ba q = nr ift: 

(1) asina+r(7r + (n — l)a) = L 

«n$ bem ©reiede BLA folgt aBer: 

r — q = acoscr, 
ober : (2) r (1 — n) = a cos a. 

©efct man biefen für r gefunbenen ffiertl} in bie ©teidfrnng (1) ein, 
fo ergieBt p<$: 

r n \ 1 

sin a — ( a — - J cos a = — • 

\ 1 — n/ a 

Die erhaltene ©Ieic|ung ift atfo eine tranSfcenbente, fo bag fte 
nid^t meljr allgemein aufgetöft »erben fann, ©inb aBer für bie 
93u$ftaBenfoefficienten a, 1 nnb n Befiimmte £al)tenti>ertl)e gegeBen, 
fo !ann man bie 33ere<$nung be$ SßinfeW a ftetä na$ ber in ber 
fotgenben Kummer angeführten SKetljobe ausführen. 

fiäjjt man bie Betrachtete gignr nm bie (Centrale rottren, fo 
betreibt ber gaben eine 8W#e, ioet($e bie Beiben entftanbenen Äu* 
geht umfüllt 



@eomctrif<$c imb $vtttattf$e Sfofoa&cn. 109 

@$ fei ber Sn^att biefer gtä$e =f, bie Sentrate 

= a unb ba« SBerljfiltntß ber ßugetrabien — = n gege* 

Ben« SRan fo(( biefe Labien fetBft unb ben SBinfel a be- 
regnen, toetc$en bie Sentrate mit einem 9?abiu$ na# 
bem 93erüljrung«freife ber gläcfce Bilbet 

9to$ ben eingeführten SJejeid&nungen ift bie Äugeftatotte: 
CGE = 2otGJ = 27rr(r + rcosa) = 47tr f cos|a\ 

(Sbenfo Äatotte; 

DHF = 2rerHK = 2rtQ (q — q cos a) = \tiq % sin^a' 

unb ber Kegelmantel: 

fc CDFE = rcCD (C J + DK) = rca sin a (r sin a + ^ sin a) 
= TraCr + ^sina*. * 

5Wan erhält alfo, toenn man mit $ft(fe ber obigen ©letd&ung (2) 
r nnb q elimtnirt, jur SBeftimmung be$ ©infet* a bie ®(ei$ung: 

2 4 cos« 47ra f cosa* 

@efet man jefct cosa = y unb orbnet naty ben ^otenjen biefer neuen 
UnBelanuten, fo'ergieBt ft<$: 

y +^y i~ F + y- ««(i+d) 

#at man biefe ©teU$ung britten Orabet aufgelöft, fr ergieBt fl<$ 
au# leidet ber SBertlj öon cosa, r unb q. 

27) 3n einen gegebenen ftrcl« mit bem SKittetpunfte 
M (gig.20), beffen SRabiuS =1 fein mag, fott eine ©e^ne 
AB fo gelegt toerben, bag ba$ Dreied AMB ber britte 
Z$eit be« Segmente* ACB ift. 

35Mr fefeen ben SBinlet AMB ate Unbefannte = q>. Dann ift 
©reteef AMB = £singp unb ber ©eftor AMB = |y, folgttety ba$ 
©egment ACB = iq> — ^singo. (5$ ergiebt fid) alfo jur SBeftim* 
mung be« SßinfetS q> bie ©leic^ung: 

igp— isinqp = fsinqp, ober: <p = 4sin<)p, 
Stimmt man bon Beiben ©eiten bie Logarithmen, fo mufc: 
logqp — log sin q> — 0,6020600 = 
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fein. Um gttnäc$ft einen angenäherten SBerty einer ffiurgel gu fm* 
ben, melier Hefer ©teid&ung genügt, berfi<ffi<$tige man, baß ba« 
gefugte ©reied eht ftumpftoinflige* i% ©efct man atfo t>erfuc$$* 
toetfe 9 = 150°, fo tt>irb bie liufe ©eite ber anfgutöfeuben ®lä> 
d&uug, bie toir att gunftion ton y mit F begegnen tootlert, =0,117, 
tote ein bloßer 33tidE in bie trtgonometrtfc&eu tafeln geigt ©efet 
man aber: 

9 = 140% fo toirb: F = -0,022. 
öS folgt bar aus, baß jener erfte SBertlj ju groß, ber tefctere aber 
gu Hein tft 5 , baß biefer aber ber gefugten ©urget bebeutenb ufiljer 
liegt, at$ iener. 33erfuc$t man bemgemäß: 

g> = 141°, fo toirb: F = -0,0098 
nnb: qp = 142% fo toirb: F = +0,0028. 

Dljne aüe föe<$nung Ijat man bemnad^ fc$on feftgefteflt, baß <p in* 
nerval* ber ©rengen 141° unb 142° liegen muß. iJur genaueren 
SBefttmmung foenben toir aber, obf#on bur<$ einfache* 33erf«#en bie 
©enautgfeit nodfr weiter getrieben fcenben fönnte, bie folgenbe 9Ke* 
tljobe an. SErägt man (fjig. 21) bie toiflfürli$ angenommenen SBertlje 
Don <p als Stbfciffen auf ber Ijorigonialen Sink OX ab, toäljrenb 
man bie zugehörigen Orbinaten gleich ben entff>re$enben F ma$t, 
fo bilben bie <£nb)wtfte biefer Orbinate* eine Sur&e EF, toeld^e in 
einem fünfte S, beffen »griffe OS ba* gefachte g> tft, bie «je OX 
fdfrnetbet SWan toeiß nun föon, baß OS gtoifd&en OA = 141° unb 
OB = 142° liegen muß, »eil ber bem erften ffiertlje entfored&enbe 
Sur&enpunlt noety unterhalb, ber bem gtoeiten entfosed&enbe fd&on 
oberhalb ber SlBfciffenayc liegt. Um nun einen weiteren 9Wljerung$* 
toertlj fcon gp gu erhalten, nimmt man an, baß, innerhalb ber engen 
©rengen OA unb OB, F ß$ proportional mit g> änbere, ober mit 
anbern ©orten, baß man ben 5Dur<$f$nitt$pun!t L ber ©eljne CD 
mit ber «je OX atö ben £)ur$fc$nitt$}Mnft S ber Sur&e felbft be- 
trauten lann* Um atfo einen genaueren Sßertlj Don g> gu erhalten, 
^at man nur bie ©trede AL gu berechnen unb gur Slbfciffe OA = 141° 
gu abbiren. <S$ ift nun: 

AC = 0,0098, BD = 0,0028 unb: AB = 60'. 
(5$ ergiebt fi$ ferner au« ber &eljntt<$feit ber ©refetfe ACL unb 
BDL: 
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AL:AC = AB:AC + BD, 

atfo: A L = ^^ = 46'. 

93erec$net matt ba$ entfpre<$enfce F, fo fefgt: 

arcg> = 2,474295 

folglich: log q> = 0,3984515 

logsinqp = 9,7915963 

logg> — log sin g> = 0,6018552 

ober: F = - 0,0002048. 

(Stcüt man ben foe&en gefunbenen SBertft no<$ einmal mit 
gp = 142° jnfammen, fo ergie&t fidj, tpenn man no$ toieber bie 
33ejei$nnngen ber ofcigen gigur antoenbet: 

14' 

ftotgticfc toirb: 

q> = 141° 46' 56". 

SBenbet man baffetöe ©erfahren no$ einmal an, fo finbet man at$ 
ben gefügten Snbtoertij: 

9 = 141° 46' 58",088. 

28) 3n einen gegebenen Äreis nm ben 2Ktttetyunft 
M (gig. 20), beffen töabiu* toir =1 fefeen tootlen, folt 
eine ©eljne AB fo gelegt werben, bafc ber Umfang be$ 
£)reie<Je$ AMB breimat fo gro& tft, aU ber SBogen ACB. 
aScjeic^nct man ben Sentrh&infet AMB mit % fo erhält man: 
AB = 2sin£<p. 
S)er Umfang be« ©reiedfe AMB ift mithin: 

2(l + sinjy). 
2Jfan erhält baljer jur 33eftimmnng beä 3$tnfet$ q> bie tranSfcenbente 
©tei^ung: 

l+sin±9> = ty, 
ober, toenn man gp = 4t// fufcftitutet: 

l+sin2^/ = 6t//, 
1 + cos (in — 2t//) = 6t//, 
f otglidfr : cos 2 (in — y) = 3^/, 

ober : 2 log cos (in — %p) — log 3t// = F = 0. 
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5)ur$ einfach 9la$f$lagen ber trigouometriföen fcafetu er* 
giefit fld^ »ieber leidet , bat V ä&iföen 14° unb 15° liegen mu$, 
unb jttar finbet man für ben etften Söertl}: 

F = +0,00101 
unb für tp = 15°: 

F = -0,02003. 
5fta$ bev in ber borigen Kummer angetoaubten SRetyobe er* 
gtefct ji<$ nun für bie )u 14° ju abbirenbe ßorreftton: 

AT- 101 «y 

AL ~ 2104^' 
= 2' 50", 
folglich i// = 14° 2' 50". 

33erec$uen u>ir ba* biefem SBertlje entforecfcenbe F. (S* ift: 

arc3# = 0,7355108 

2Iogcos30° 5? 10" = 9,8665601 

log3y/ = 9,8665891 

F = -0,0000290* 

©teilt man biefen 2Bertlj mit F = 14° jufammen, fo ergießt ft# 

für bie Sorrettion AL bie ®(et$ung: 

AL =-w 170 " 

= -4,7", 

ober: V = 14 ° 2 ' ^A 

Sine tefcte ßorteftion fliebt f<$llejjfl<$: 

V> = 14° 2» 46",36 
nnbbafcr: 9 > = 56° 11' 1",44. 

29) <5« ift ein ftrei« mit bem Stabin« 1 gegeben. 
2R<tn fott bur<$ eine ©eljne AB (gig. 20) ein ©rittet ber 
Ärei*flä#e afcfc$neiben. 

Sir fuhren al« ttnbefannte ben Sentritttnfet AHB = q> ein. 
<S« ift aftbann ber ©eftor AHB = iq> unb ba« Qreierf : 

AHB =3^ sin 9>. 
2Han erhält fontit jur ©eftimmrotfl be8 SBinfet« y bie tranefcenbente 

2n 
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ober, toenn matt 9> = t/ ; +~ö~ fubftituirt: 

rp + -3-) = cos (xp + iTT), 

unb, toenn matt bic gogaritfymen nimmt: 

log xp — log cos (xp-\-\n) = F = 0» 
SBir töfen bie ©letd&ung toteberum nacfy bcm itt bett toorigen Sftum* 
mem angegebenen 9M!jerun.g8&erfal)ren. SWatt erfennt aus ben 80* 
garitljmentafetn junäd^ft oljne @d&tt>terigfeit, baß xp jtoifctyen 29° 
unb 30° liegen m\x§. 3ft näm«d& xp — 29°, fo toirb: 

F = -0,00756, 
unb tft ^ = 30°, fo erhält man: 

F = +0,02003. 
@$ ergtebt fic$ alfo für bte Sorreftion be$ erften 2öert!je$ Don xp 
bie ©teidbung: 

X -2759 b °' 
= 16',45. 
<S$ ift fomit: xp = 29° 16' 27". 

SRit £>ülfe ber ftebenftefligen gegaritjunen finbet man enbtu§ noc$: 

xp = 29° 16' 27",106 •" 
unb baljer: q> = 149° 16 f 27",106. 

30) 35on einem Greife, beffen föabiuö AC (gig, 22) 
= 1 ift, foll ein SSo^en AD = q>, fo abgefdjnitten toerben, 
bag ber ©eftor ACD bie Raffte be$ ©reiedfe« EAC ift, 
toetd&e« t)om 9iabiu8 AC, ber Sangente AE unb ber @e* 
laute EDC gebitbet wirb. 

3ur Seftimmung be$ uubefanuten SßinfelS g> ergiebt fi$ un* 
mittelbar bie ©tetd&ung: 

itg<p = 9>, 
ober: log tggp — log g> — log 2 = F=0. 

Sin bloßes $fta<$fc$lagen in ben 8ogaritl)mentafetn geigt fofort, bafc 
<p gtoifd^en 66° unb 67° liegen mufc, benn im erfteren gaffe toirb: 

F = -0,01106 
unb im anberen: 

F = +0,00331. 

©<$etfea<$ Aufgaben. 8 
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(£$ totrb fomit bic (Sorreftion: 

= 13' 48", 
ober: g> = 66" 46' 12". 

<S6 ift alfo: 

arcg> = 1,1653563 

logtp = 0,0664213 

lg 2 = 0,3010300 

0,3674513 

lg tgy = 0,3673196 

F = -0,0001317. 

©teflt man triebe* tiefen SBertlj mit xf> = 67° juf anraten, f© ergie&t 
fl<$ bie Sorreltion: 

<g« ergiebt ft<$ f<$Be6lic$ für <p ber «Berti): 
«p = 66° 46' 54",26. 

31) @$ ift ein ÄretSquabrant BAC ($ig. 23) mit bem 
töabiu« AC = 1 gegeben 9ftan fotl ben 93ogen AE = g> 
teftimmen, toetc^cr gleich ift ber ©trede AF, n>el<$e man 
erhält, toenn man bie ©e$ne AE bt$ jn ttyrem 3>urc$* 
fd^nittöpunfte F mit bem SRabiu« CB verlängert 

<g$ ift ED = siny nnb CD = cosg>. «tfo toirb: 

AD = 1 — cos<p = 2sin£gp* unb: AE = 2sin£g>. 

9Äan Ijat femer au« ber «eljnttd&feit SJreiede AED unb AFC, ba 
AF = q> fein foH: 

2sinlw . 

y= 2^r|^ obcr: »»*» = !• 

2Rtt$tn: 

logjp+logsjnjjp = F = 0. 

©eftt man y = 84°, fo ergiebt ftc$: 

F = - 0,00836 
unb für 9 = 85°: 

F = +0,00097. 

3>ie (Sorreftion BL »irb fomit: 
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_ 97-60' 

" 933 ' 

= 6' 14", 
ober: tp = 84° 53' 46". 

Sered&net man f<$ftefjtt<$ ba« entfprec^enbe F, fo ergiebt fid^ bur# 
eine abermalige Interpolation: 

tp = 84° 53* 38",82. 

32) «nf einem £atfcfreife AEB' ($ig,23), beffen 9Kit- 
tetyunft C nnb beffen föabiu* AC = 1 ift, fo« ein Sogen 
AE fo atgefd&nttten toerben, bajj, toenn man ben jn B'E 
gehörigen sinus ED lonftruirt, ber Sogen AE gteic$ ift 
ber Summe AD-fDE. 

Sejeic^net man ben Sogen AE mit 2tp } fo ift: 
ED = sin 2tp unb : DC = cos 2tp. 

3Wan erhält alfo bie ©teietyung: 

2tp = 1 — cos2t//+sin2t^, 
ober : tp = sin tp* + sin tp cos xp, 

tp = 2 sin xp sin \n cos (xp — In), 
= ^2 sin xp cos (xp — - \n). 
«If o : log tp — log sin tp — log cos (tp — ire) — 0,1505150 = F = 0, 

©efct man nun ^ = 69°» fo toirb: 

F = -0,00066 
unb für tp = 10°: 

F = +0,00618. 
£>nr<$ Sttftmmenftettuug biefer Beiben SÖert^e erljätt man: 

= 5' 48", 
ober: V = 69 ° 5 ' 48"- 

£)ur$ eine tefete Correftion ergie&t ft$ enbß#: 

tp = 69° 5' 56",47, 
ober: AE = 138° 11' 52",94. 

33) <J« fei M (gig. 20) ber aRtttetyunlt eine« £at&* 
tretfe«, beffen «abin« MA = 1 ift. <S« fo tt bon A an« 

8* 



116 3*Mte a&tfctotna. 

eine ©eljne AB fo gejogen »erben, baß fie bie gtä<$e be$ 
$atblreife* $albirt. 

@* fei ber Sogen AB = in + g>. 3Kan Ijat afebann bic 



sector AMB = 2J AMB -f sector DMB, 

ober: %n + <p = £rc — g> + 2sin(|7* + g>), 

folglich : log g> — log cos gp = F = 0. 

ÜÄan fteljt fogtei$ au^ ben Logarithmentafeln, baß y steif <$en 42° 
unb 43° Hegen muß. Die entforefymben F finb —0,00597 unb 
+ 0,01122. «W erfte Sorreltion erhält man alfo: 

= 20* 48", 
ober: g> = 42° 20* 48"- 

©ere^net man ba$ entfored^enbe F, fo ergiebt p$ bur# eine lefete 
Sorreftion: 

q> = 42° 20' 47»,23. 

34) 3n einem ffreiöquabranten ACB (fjlg. 23), beffen 
SRabiuS AC = 1 ift, folt ein SBinlel ECA = 9 fo beftimmt 
»erben, baß fein sinn« ED bie gt5#e be$ Duabranten 
in jtoei gleite Steile tljeitt. 

Da EA = g> ift, fo ift EB = £tt— <p, ED = sing> unb 
CD = cosgp. SRittyin ift baö S5reied EDC = £sing>cosg) unb 
sector ECA = £?>♦ 35a aber EDA g(ei($ bem achten Steile ber 
«refofKW&e fein fofl, fo erhält man: 

^-tt = -^ (g? — sin q> cos q>), 
ober : y — \n = £ sin 2y. 

©ubftituirt man no$ g>~in = ixp, fo geljt biefe (Steigung tirbie 
gorm über: 

ober: tp = cosy. 

£)tefe (Steigung ift mit ber unter ber borigen Stummer getöften 
ibentifö, 3Äan fat alfo: 

tp = 21° IC 23»,61 
unb: y = 66° IV 23»,61, 
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35) C« finb (giß. 24) fünf gerabe Sinien AB = a = 5', 
BC = b = 4 f , CD = c==3', DE = d = 2' utib EA = e = l' 
gegeben, ©iefetben foUen fo ju einem günfede sufam* 
mengetegt »erben, bag fttty um baffetbe ein $rei$ 6e* 
fd&reiben lägt- Sßte groß tft ber föabiuS x biefes «reifes? 

SWan fefee bie un&efannten ©entritoinfet AMB=2a, BMC =20, 
CMD=2y, DME=2cJ, EMA = 2e. SttSbann ergeben fic$ gut 
23eftimmung ber eingeführten fec^ö unfcefannten ©rößen bie ©lei* 
jungen: 

(1) a + ß+y + d+e— 7r = = F. 

2xsina = a, 

2xsin/? = b, 

2xsiny = c, 

2xsinrf = d, 

2xsin« = e. 

SDfotbirt man, um x gu etimimren, iebe biefer ©teityungen bur# 
bie jtoette, fo erhält man: 

(2) sina = -j- sin & 

siny = ~-sin/J, 

. • d . 
sino = -r-sin/?, 

sin« = — sin/9, 

fo ba§ fämmttid&e SBinfet Betannt finb, toenn man ben SBinlel ß 
lennt. Um nuu einen erften SKctyerungStoertl) für benfetben ju fin* 
ben, nehmen totr an, bie entftrecfyenben SBcgen feien ben augeljßri* 
gen Seinen na^eju proportional, SMefe Sfanaljme giebt: 

35er erlittene Sßertty beftimmt nun toieber feiner @ett« SWlje* 
rungätoertlje ber anberen SBinlel, beren ©efammtfumme inet. ß=n 
fein müßte. 93ere#nen toir nun mit #ülfe ton (2) bie einjelnen 
©inlel. 6« ift: 
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log-l = 0,09691, l' fl « !ino = S 

8 b log sin y = 9,74613, 

log4 = 9,87606, * W H 81 "* = 9>57004 ' 

B b (log sin e = 9,26901, 

log^- = 9,69897, ,« = 68-16', 

b - ly = 33° 52', 

log-§- = 9,39794, unb: |* = 21»49», 

b je = 10° 42», 

log sin /J = 9,87107, l/S = 48°, 

olfo: «+/? + y +0+7^182^39^7 
©er erhaltene Uefcerfd&njj, bett toir mit F fceaeicfcnen tootten, ift 
fomit = 159', b. $. /? = 48° war ju groß angenommen. Um einen 
ätoeiten SRäljerunggtoerty ju ermatten, nehmen toir an, baß ft# ber 
gefunbene geiler auf bie einzelnen ©eiten proportional iljrer Sänge 
»erteile, fo baß ß um 42' $u groß angenommen ift. SBtr »erfn* 
<$en alfo jtoeiten«, intoietoeit ber Sßeräj ß = 47° 18' ber ©tei^ung 
(1) genügt. SWan $at: 

logsin ß = 9,86624, iß = 47° 18', 

logsin a = 9,96315, \ct = 66° 43' 48", 

log sin y = 9,74130, f otg(l$ : ly = 33° 26' 54", 

log sin 8 = 9,56521, / d = 21 • 33' 32", 

logsin e = 9,26418, U = 10° 35' 13", 

179° 37' 27". 
<£8 ift olfo: F = -1353". 

Der gefugte SBert^ toon /?<muß baljer steiften 48° unb 47° 18' 
liegen. SSerfitfft^tigen toir bie entfpre<$enben Sßertlje bon F, fo er* 
gtefct fl<$ al« erfte ßorreftion na$ ber fcefannten iMetljobe: 

AL = W 42 ' = 5 ' 217 = 5 ' 13 '' 
@« ift mithin ß = 47° 23' 13". Hu« biefem 2Bert$e forgt triebe«: 
log sin ß = 9,8668441, iß = 47 ° 23' 13", 

log sin a = 9,9637541; \a = 66° 54' 56",23, 

log sin y = 9,7419054, alfo : ly = 33° 30» 5", 

logsin 3 = 9,5658141, k = 21° 35' 26",03, 

log sin e = 9,2647841, ^e — 10° 36' 7",21, 

179° 59» 47",47, 
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alfo: F = -12'',53, 

©teilt man biefen SBertlj mit einem ber früheren jufammen, fo er* 
gieBt fid) Bis auf äeljntet ©efunben genau: 
/? = 47° 23' 15",95, 
(5$ toax aber: 

b 2 

X = ; 



2sin/9 sin/9 ' 
folglich x = 2',717567. 



3*ette* ftapitel. 

SlufgaBen aus ber Stereometrie, 

1) SWan fennt bie breiSBinfel eine* eBenen£>reiecf$ 
unb feine ^roieftion auf irgenb eine (SBene, beren Sage 
jur (SBene be$ gefugten £)reiedf$ unBefannt tft. SWan 
foU ba$ £>reie<J fonftruiren. 

<g$ fei (gig, 25) A'B'C bie gegebene ^rojeftion unb A'B'C ein 
Dreted, ba$ bem gefugten 5fynli$ ift. 2Wan !ann nun ber SlCge* 
meinljeit unBefc$abet annehmen, baß bie eine Sde be$ (enteren in 
ber $roieltion«eBene unb gtoar im fünfte C liege» Die $roieftion$* 
ebene totrb atöbann bon ber (SBene be$ gefugten üDreted* in irgenb 
einer ©eraben CE gefd&niiten. SDie SSerlängerung bon A'B' trifft 
biefe Sinie in bem gleichfalls unBelannten fünfte E. Denft man 
atebann bie (SBene be$ gefugten £)reied$ ACB um bie Sinie CE 
gebreljt, Bis baffelBe in bie <ßroieftionSeBene fällt, fo geljt bie Seite 
AB ober Ujre SBert&ngerung eBenfaHS bur<$ ben $unft E, gerner 
ftnb, tote leicht nadfeutoeifen, BB' unb AA' fenfred&t jur ®re$ungS* 
aje EC. 3Kan fonftruire nod& CD * AA' unb jie^e CD', 2Kan 
erhält alebann: 

AD _ AB AC 
A'D' "" A'B' "" A'C ' 
Die Drelede DAC unb D'A'C finb fomit nad& bem erften $efyt* 
(UtyfeitSfafee einanber &ljttttd&. Daraus folgt: 
BDC = y = B'D'C. 



] 



120 3»«*e Bbtyetfuttg. 

@« ftnb mithin au$ bie Dreiedfe BCD mtb B'C'D' cinanbcr ä$nß($ 
unb man finbet: 

ED' _ B'D' _ CD' 
Tnr~Ttfr~~"CD"' 

b. ty. bte Dreiedfe C'D'E unb CDE finb na<$ bem erften Steljtttufc 
feittfafee ebenfaH« cinanber ä$nli$. @ß ift bafcr ffiinlcl EC'D' ein 
red&ter, ba ber entfyrec$enbe SBtnfel ECD eknfaü« ein folget ift 
£>ie fünfte E, C, D', G liegen alfo ftet« auf einem Ärelfe mit bem 
Durd&meffer ED', 

9Kan !ann bemnadf; ben $un!t E unb mit feiner £fi(fe bie 
Sinie CE unb ba« gefugte Dreiedf ACB fiuben. SRan fonftrutre 
nämti$ einen $rei«, ber burdfc bie gegebenen fünfte C unb G geljt 
unb beffen 9flittefyunft auf A'B' liegt ©erfette fetyneibet biefe State 
im fünfte E, 2Kan jielje EC unb fätte auf biefe Sinie bie 8otlje 
B'F unb A'G, auf benen mä) bem Vorigen bie gefugten fünfte A 
unb B liegen muffen, 

Sonftruirt man femer ober EC at« @e§ne einen $rei«abfd&nitt, 
ber ben gegebenen SBtnfel x atö ^ertyljerieünnfet faßt, fo fd^neibet 
berfefbe ba« 2oty A'G in A unb bie fiinie EA trifft B'F in ber 
britten @tfe B. @« ift fomit ba« verlangte DreiedE gefunben. 

9Wan bemerfe übrigen«, baß man jtoei Stufföfungen erhält, in* 
bem ber burety C unb G gelegte Ärei« auf A'B' jmei @c$nittyunfte 
E liefert, 

Der 2Binfel, toelctyen bie Sbene be« gefugten 5Dreied« mit ber 
5ßrojeftion«ebene bilbet, ergiebt fiefy offenbar au« einem red&tnnnttf* 
gen ©reiedfe, beffen £$>otenufe GA unb beffen Äattyete GA' ift. 
2Rit $ütfe ber foeben getöften Aufgabe !ann man bie große unb 
Meine Slje einer (Stttyfe fonftrutren, toenn man nur jtoet lonju* 
girte $)ur$meffer berfelben lennt ©etracfytet man nämti<$ bic 
Sßtyfe at« bie ^ßrojeftion eine« firetfe«, fo finb bie lonjugirten 
Durctymeffer bur# bie ^rojeftion jtoeier ju einanber fenfreefc 
ter $?rei«bur$meffer entftanben, bereu jeber gteiety ber großen 8?e 
ber (Sßtyfc ift, 9Kan aerbinbet alfo bie (Snbpunfte jtoeier foniu* 
girter £>atbmeffer burc$ eine ©erabe unb fuetyt ba« gtet$fc$entttge 
red&ttoinWtge Dreiedf, beffen ^rojeftion ba« fo erhaltene Dreiedf ift. 
Die Äat^eten biefe« red&toiuftigen ©reiedf« finb al«bann gleich ber 
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falben gro&en 3fjc ber @tti^fe. 2Kit £fltfe be$ $roieltton$ttrinfefe 
finbet man enblic$ au$ bic Meine £atba$e berfetben. 

2) Sin gegebenem breifeitige* $ri$ma folt bur<$ eine 
(Sbene fo gefc&nitten werben, baß bie ©c^nittfigur ein 
gtei#feitige$ SDreied tturb. 

©a$ burety einen normalen @<$nitt erhaltene ©runbbreieef be$ 
Prisma Ijabe bie Seiten a, b unb c, 5Dtc ©eite be« gefaxten 
gteic^feitigen 5Dreterfö fei = x. ©eine brei eden E, G unb F lie* 
gen nun im Slßgemeinen nic^t in gleicher £% über bem ©runb* 
breied. e$ möge bemfelben am näcfyften E, am entfernteften : G 
fein. ©urc$ bie mittlere <Sde F lege man einen 9?ormatfcfynitt, ber 
alfo auf bem $ri$ma ba$ ©runbbreted auSfd&neibet. £)enft man 
fi<$ jefet bie Seitenflächen beS $ri$ma in eine ebene ausgebreitet 
(gig. 26), fo bifben bie ©eiten biefeS £)reied$ bie ©erabe FF', es 
fei FC = a, CA = b unb CF' = c. SDie ©eiten be$ gefugten 
gteid&feitigen ©reiedS finb FG = GE = EF' ~ x. 3ie§t man no# 
EH parallel ju CA, fo erfjält man bie ©teietyung: 
GC + CH = GH, 

ober : yx* — a* + y^x* — c* = ^x* — b*. 

Duabrirt man, fo ergiebt fic$: 



3x* 



i'+b'+o« {(a-c)»-b»}{(a+c)'- b'} „ 



16 8 ' 16 

£)a$ tefete ©Heb ber tinfen ©eite biefer @lei<$ung ift nun ba$ Qua* 
brat bom gläctyenin^atte J ber $ri$menbafi$, gerner ift ber $n* 
l>att D beS gefugten gletti&feittgen SDreiedS = *xV& 9Wan erhält 
fomit ans ber gefunbenen ©fei<#ung bie folgenbe: 
Dt _a» + bM-c» 

ober: 



a'+b' + c* i(£+V+t?y 



V4R — V 



■J\ 



m - 1 4 8 

Sott tiefen Beiben Stuftöfungen $ctt inbeffen nur bie eine ©fiftigfeit. 
Da namfld) a, b unb c Meiner, Ijödjften« = x finb, fo ift and) : 

•48 ~ /48 — 
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ftofglidfr muß in bem gefunbenen SRefuttate btc Duabrattourael ba$ 
poßttbe aSorjcid^en Ijaben. 

3) 6$ ift eine beliebige breifeitige $tyramibe gege* 
ben. 2Kan foll burd& einen $unft A einer iljrer Stan* 
ten eine ©bette fo legen, bag fie auf ber Sßtyramibe ein 
gfeid&feitige« Dreied auSfd&neibet. 

SWan benfe fid& bie Seitenflächen ber $tyramibe auf eine Sbene 
ausgebreitet (ftig. 27), fo baß S i$re ©pifee unb tyre Äantentotnfel 
ASB = a, BSC = /? unb CSA' = y finb. SDte ©etten be$ gefud&* 
ten gleid&feitigen £)retedf$ Bitten aWbann bie gebrod&ene 8inie ABCA'. 
3Me Seite AB = BC = CA' fei x, «ußerbem fefee man SB = y 
unb SC = z, SMmmt man bie ©tredfe SA = SA f als Sinljeit an, 
fo ergeben ft$ jur SBeftimmung ber eingeführten brei unbelannten 
©rößen bie folgenben ©teid&ungen: 

x* = 1 — 2ycosa + y f , 

x* = y*— 2yzcos/?+ z *> 

x f = 1 — 2z cosy + z\ 

etiminirt man au« benfeCben y unb z, fo refulttrt ^ur 93efttm* 
mung bon x eine biquabratifd&e ©letd&ung. 3fl aber einer ber 
SBinfet j, 93. ß = 60*, fo toirb bie (Snbgteid&ung nur !ubif<$* 

4) Oberflächen* unb SSolumenbeftimmung ber Sty* 
linberftumpfe. 

Sebor mir allgemein einen Äörper betrauten, ber ans einem 
geraben Stylutber mit ÄreiSbafiS jtoei burety beliebige Ebenen au$- 
gef Quitten toirb, beregnen toir bie Oberfläche unb ba$ 35olumen 
beSjenigen flßrperS, ber (gig, 31) bon bem falben ©runbfreife SRO, 
ber ebene SRP, metd&e burd& ben HKittefyunft M bleiben geljt, unb 
bem Sfylinbermantet RSPQ begränjt toirb. 

3Kan lege bur$ M fenfred^t jutn ©urd&meffer RS eine (Sbene, 
toetd&e ben ©tunbfreis in bem ju RS fenfretyten föabiu« QM trifft 
unb bie @ötyfe SPR in iljrer großen «je PM fd&neibet. SDenft man 
fiefy ferner in ben #albfrei« RQS ein regelmäßige« $otygon be- 
trieben, beffen ©eiten, j*33. AB, =s fein mögen, unb legt burd& 
bie einzelnen ©eiten ^ormatebenen jum ©runblreife, fo bitben bie* 
felben ein bom ©jltnber umljfiöteS *ßri«ma, beffen ©renjfläd&en 
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SErapege t>cn ber ftorm ABÜT Pub. 3Me SÄttteÖinie beffelBen fei 
KG. Segt man ferner bur<$ TA, KG unb ÜB SlormaleBenen ju 
MO, fo f Reiben biefelben bie SBene be« ©runbfreife« in ben $a* 
rafleien AD, GH unb BC. 

2Wan fefee nun QM = r, baS 8ot$ PQ = h, DM = x unb bie 
SRitteflinte KG = LH==y, Sttebann ift ber <Matt be* Stratege* 
UBAT = sy, gerner folgt an« ber «eljnUctyfeit ber Dreiede LMH 
unb PMQ: 

hx 

mithin ba* fcrapeg ABUT = ~ 

gäfft man Don B ba* 8ot$ BJ auf RS, fefet AE = z unb 
GM = p, fo folgt an* ber «e$nli<$feit ber SDreiede MGH unb BAE: 

atfo: ABÜT = ^-. 

Segeld&net man baljer bie ben aerfötebenen £rapegen entfored&enben 
©treden z mit z 19 z 2 , z, u. f. to., fo ergieBt fic$, toenn ba« ein« 
geförieBene $rt$ma 2n Seitenflächen tyat, für bie £>Berflä<$e P bef* 
fetten bie ©lelctyung: 

P = ^{^+z f + z 8 + .... + z n }^2ph. 

Stimmt man nun an, ba&' bie @eitengafy[ be$ bem ©runbfreife ein* 
gefd&rieBenen $otygone$ in ba$ Unenbttctye toactyfe, fo toirb bie an* 
gefteOte 33erec$nung fteW gültig Weiten. Die ©röfje p aber nähert 
fu$ immer meljr bem töabtu* r. Sin ber testen ©renje alfo, toenn 
ba$ $otygon mit bem ©runbfreife unb fomit ba$ umfüllte *ßri$ma 
mit bem GfyUnbet gufammenfättt, totrb p = r. £>te ©Berfläitye be« 
©>(inberftumtfe« ift atfo = 2rh. 

Um fein 93otumen gu Beregnen, lege man bur$ M unb bie 
einzelnen flauten be$ umfüllten $ri$ma @Benen. ©iefelBen ger* 
fd&neiben ben Äörper in ptyramtbate @tü<fe, beren gemeinföaftlid&e 
©#fce M unb beren SBafen bie fcrapege ftnb, toeU$e bie $ri«ma« 
ftö#e gufammenfefcen. Da biefelBen alfo fämmitid) eine gemein* 
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f^aftUd^c £81>e = r Ijaben, fo ift ba« gefugte 33ofamen be$ <S#ht* 
berftumpfe« =lr*h. 

ttnterfud^en mir fefet allgemeiner ben ÄBrper A'B'OT, ber bom 
etjlinbermantet AO'B'P, ber ®6ene A'Q'B f , bie parallel pm Orunb* 
fretfc tft, unb ber ganj beliebigen Sbene PA'B' begrenjt toirb. Wlan 
verlängere bie (Sbene A'B'P bis bie Stje be$ (Stylinber* in M ge* 
troffen toirb unb (ege bur# M eine Sbene, toeld^c fenfred&t ju biefer 
Sinie fteljt Diefelbe fd&neibet ben ßtytinber in bem ©runbfreife 
ROS. gerner lege man bnr$ A'B' eine fibene fenlrecfyt gu ROS, 
toetd&e biefelbe in AB fc^neibet <£$ ift bann AA'B'B ein 9fe#tedf. 
(Ss fei nod& PO' = b> PO foieber = h unb ber ©inlet AMO ober 
ber Sogen A'O' = ß. 

9la$ ben in bem Obigen burd&gefü&rten Setrad&tungen er^äCt 
man atSbann, wenn man ben Sogen AQ in v gleite SDjeile t^ettt: 

gtä<$e AA'P'O = ■*£(•. + ■,+«.+••••+■0. 

£>ie@umme biefer z ift aber = AC = rsin/?. Serüdfßd&tigt man 
aufcerbem, bafc bei bem ßfytinber p = r ift, fo folgt: 

gtädfre AA'PO=rhsin/?. 
ferner ift ber Sogen AO = ßr, atfo ba* ©tfidf AA'0'0 be« (Stfiin* 
bermantet« = /?r(h— b). 
<S$ ift aber: 

-Zl_ = —, ober: h-b=hcos/?, 

batjer: AA'0'0 = /?rhcos/?. 

<&s ergiebt fi# atfo fofort: 

8(8$e A'0'BT = 2rh{sin/?-/?cos/?}. 
2Kan etimtntre an* biefem Sßertlje no<$ h, @$ ift: 

b = h— hcos/? = 2hsin£/? t # 
£>arau$ folgt: # 

n ~ 2 sin*/?* ' 
atfo bie gffltye A'O'BT = -^J^ {sin /?--/? cos/?}. 

SMan fann atfo bie Oberfläche be$ betrad&teten ©jtinberfiumpfes 
beredeten, toenn man feine #ö$e b fennt unb bie ftnjatyl ber ®rabe 
2ß, toetd&e ber ÄreiSbogen A'O'B' entölt. 
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5Da8 33o(umen beö ÄBrperS A'AQPC'C erhält man nun, »enn 
man toon bem fförper PC'MAQP bie bierfeitige ^tamtbe A'C'CMA 
fuBtratyirt. Der 3nl}aft berfetBen tft aber: 

= ^r*h(l — sin /S')sin/J, 
fo(gti($: A'AQPC'C = £r 2 hsin/?V 

£)er 3n$alt be$ (Stytinber« AA'Q'B'B tft ferner: 
= hcosß(r*ß— r* sin/? cos/?) = ir'hjS^cos/? — 3 sin £+3 sin/?'). 
Sttfo erljätt man bur$ ©uBtraftton ba$ SBolumen Don A'Q'B'P 

= ir 8 h2sin/? 8 — £r*h{3/?cos/?— 3sin/?-j-3sin/? 3 }, 

r 2 b 
= -TT^-TSt (3sin/J - 3/Jcos/J— sin/S 3 }. 

6sin^/?* * r r r r i 

Sftacfcbem |efet bie Oberfläche unb ba$ SSoIumen beS Stumpfe« 
A'B'Q'P gefunben ift, fann man au$ jebes anbere bon jtoet Bette* 
feigen ebenen $erau$gefc$nittene @tüd eine« (StyttnberS beregnen, 
tnbem man e$ in @tü<fe bon ber Betrachteten Sorot jertegt unb bie* 
fetben etnjeln Beftimmt. 

5) 3Kan folt bie ©Berfläd&e be$ S^Iinberftfidte« 
ABC (gig. 30) beregnen, toelc^e« man erljätt, toenn man 
in ben etnjetnen fünften eine« ÄrcisBogenä AC 8ot$e 
errietet unb biefetben gleich bem $robufte au$ bem SRa* 
bin« unb bem sinus ber jtoif^en t^rem gußpunfte unb 
bem Änfangöpunfte A enthaltenen Sogen ma$t. (auf* 
gaBe bon $a$caL) 

@$ fei ber föabiu* OC = r unb SBinlel AOC == a, atfo 33o* 
gen AC = ar. SEljeilt man benfelBen in n gleite Steile unb fub* 
ftituirt für ba« ßtylinberftfid analog ber bongen SlufgaBe ein ein* 
gef<$rieBene$ *ßri$ma, beffen ©renjfläctyett toieberum £rapeje fütb, 
fo erijält man für ben §ftä($eninljaft be$ bem kten Steile »on AC 
entfored&enben fcrapeje«, toenn n eine fetyr große £atyt tft, nafyeju.ben 

Söertlj —sin—, ftofgticty ift bie ®efammtoBerfläc$e be$ ein* 

getriebenen $ri$ma: 

r'a ( . a . . 2a . . 8a . . . a ) 

= — {sin ksin f-sm ^••••-4-stnn — }• 

n ( n n ' n ' * n ) 
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Die ©ummc biefcr sinus muß gttn&d^ft beregnet toerben. SRan fyrt 
ibentifc^: 

cos(/J — x)— cos(0-fx) = 2 sin/? sin x, 

alfo, »am man ß = « fn&ftitnirt: 

cos(y— l)x— cos(y + l)x = 2sinxsinyx. 

©efct man in biefe ®tei$ung f fit * na$ einanber alle ganje Balten 
&on 1 bi$ n ein, fo erhält man folgenbe« @teic$nng«fofte!n: 
1 — cos2x = 2 sin x sin x, 
cos x — cos 3x = 2 sin x sin 2x, 

cos2x — cos4x = 2sinxsin3x, 

• • • 

• • • 

• • • 

cos(n — l)x — cos (n -f- l)x = 2sinxsinnx. 

«bbirt man ade biefe (Steigungen , fo $e&en fi<$ bie meiften ©He* 
ber ber regten ®eite gegenfettig nnb man fmbet: 

2sinx{sinx + sin2x + «-. + sinnx} 
= 1 + cosx — (cos nx + cos (n -f l)x), 
= 2cos4x , —2cos(n+|)xco8^x, 
ober: 

co8|x— cos(n+£)x 
2 sin |x 

__ sin j(n + l)xsin£nx 
~~ sin^x 

©ubftitutrt man in biefe (Steigung für x ben SBertlj — , fo er* 

giett fl<$: 

• « . • 2«^ . 3« , . »« sin*(l + !)«sin±a 

sin \- sin [- sin [- •• • • 4- sin — = — 

n ' n n ' ' n . a 

sin — 
2n 

©efct man biefen SBertl} oben ein, fo folgt: 

i^siniasin(j« + JL) 



sinx + sin2x_j_—«4-sinnx ^ ;>> f _ , 



= 



et 

sin — 

2n 
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3ft nun n unenblttfy groß, fo ift ^- unenbti<$ Hein unb sin^- 

# 

ift = <r- £Mjer ertyäft man: 

= 2r*sin£a*. 

ffienn ber gegebene 33ogeu AC = J7r, alfo sin |a = V r 4 ift, fo er* 
tyält man einfach: 

= r\ 

£)ie« JWcfuttat ift babur# befonberS inteteffattt, baß ba$ be* 
trottete Sfytiuberftfid nicfyt nur quabrirbar, fonbern fogar eine ein* 
fac$e rationale gunltion be$ 9?abiu8 r ift 

Wlan toirb auf ganj äl?nti<$e 9ie($ttungen geführt, toenn man 
ein Gtytiuberftüd beregnen totö, baö bur$ errieten ber cosinus in 
ben verriebenen fünften be$ ÄretebogenS AC Ratten tpirb. 

6) £)ie 33tbiantf($e Aufgabe ober ba« Florentiner 
Problem. • 

g$ fei AEA'E' (gig. 28) ber größte ßrei* einer Äuget, bereu 
SRittefyunft C unb bereu SRabtuS AC = r ift. Stuf ber ebene bie* 
fe$ Äreifeä fWtyett fenfred&t ^toei gerabe (Stylinber, ber*n ©runblreife 
ref|>. ABCD unb A'B'CD' mit ben SKittefyunfteu M unb M' finb, 
(g* fofl ba8 ©tue! ber Äugetoberftä<$e beregnet loerben, ba$ bon 
ben beiben Stylinbern auf ber Äuget au$gef#nitten toirb. 

SKan betreibe um ben *ßol P (gig, 28b) be$ größten ßretfe* 
AEA'E' aW fol)ärifc$ett 2Wittefyunft foncentriföe Keine Äreife, Don 
benen ber eine auf ben Sequator AEA'E' projictrt ben Ifeinen Ärete 
BDB'D' geben mag, Qft nun ber fo!järif<$e SRabiuS PB £ be$ Weinen 
Steife« =q>, fo ift ba$ Sotfy F^^rsingp unb PF 1 =r— rcosy. 

<g$ ergiebt fi<$ alfo für bie £>berflä<$e ber Äatotte mit ber 
#ö$e PF t ber SBerty: 

2m (r — r cos q>) = %izx % (1 — eps <p). 

SDenft man ft<$ ferner eine anbere Äatotte mit ber #ölje F t P 
unb bem foljärifc$en SRatfuS PB t = 9> A , fo ift iljr 3nJ?att: 
2rcr*(l — cos 5p,), 

SDic Äugetjone B t B Ä atfo, bereu £ö$e ^F, ift, Ijat eine Ober* 
flä#e bon ber ©röße 2*rr t (cosy— cosy,)* 
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9Son biefer Äugeljone toerben nun bur<$ bie Beiben Gtytinber 
AC unb A'C btc ben SSogen BD unb B'D' cntfored&enben ©tüdfe a&* 
gefd&mtten. Um btc üBrig BreiBeubeu 3oncnt^cttc, bereu ^roieftionen 
BB'FF' unb DGD'G' finb, gu ftnben, $at man, unter ber a3orau$fefeung, 
ba& q> i — q> feljr Kein toerbe unb na<$ o fonbergire, in ben für 
bie 3onenoBerfläc$e gefunbenen SBertlj an bie ©teile Don 2u uur 
BB'-f DD' ju fuBftttmren. @3 tft aBer CB = rsingp unb CM=*r. 
<S« muß atfo fm ©retedfe CMB ber ©infel CMB = 2g>, folgte 
E'CB = <p unb f<$ttefcüc$: 

BB'+DD' = 4g> fein. 

(£8 ergieBt fic^ fomit für bie außerhalb ber Beiben ßtytmber 
fiegenben Steife ber Betrad&teten Äugelgone: 

4yr , (cosg>— cosq> L ) = 8yr'sin ^ ! T~^ sin ^\^ . 

©efet man ferner y 1 — g> = d, fo Stimmt biefer 9fo$brud bie ®e* 
ftatt an: 

8<pr l sin |<J sin (gp -f |(J). 

(5$ fei nun £c? unenMicty Kein, fo ba§ man für ben sinus bcn 33o* 
gen felBft unb sin (g> + %d) = sing) fefcen !amt. ©a$ Betrad&tete 
gW^enclement be« JhtgelftüdfeS Ijat aföbann ben Sßertlj: 

4r , (ty>sing>. 

Um nun gunSd&ft bie ©röße s eine« eubli^en gtäd&enftüdfeS, 
beffen ^rojeftionen CFF' unb CGG' ftnb, ju Beregnen, fefee man für 
q> nad& cinanber bie Sßertlje d, 2d, 33 u. f, to. Bi$ nd. Auf biefe 
ffieife erhält man bie außerljalB ber (Sfylinber liegenben Sl^eite t>on 
n um ben $ot fencentrifd^ gelagerten fingen, toetd&e fSmmtlid^ 
bie unenbUd^ Heine Sreitc <J I)a6en, 3tyre ©efammtoBerflädje s tft 
alfo: 

= 4r f <J , {sin<J + 2sin2J + 3sin3* + f-nsinn<J}. 

$>te in ben Ätammew eingefd&toffene ©umme läßt ft$ nun abbiren. 

SWan $at nämtidfr ibentifc$: 

sin nx sin ny (cos y — cos x) = sin nx sin ny cos y — sin ny sin nx cos x 

= £sinnx{sin(n-f l)y-fsin(n — l)y} 
— i sin ny {sin (n + 1) x + sin (n — 1) x}, 
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. . . sinnxsin(n4-l)y — sin(n-f l)x sinny 

ober : sin nx sin ny = ~ ' /J ^-~ — =- 

J 2 (cos y — cos x) 

sin (n — 1) x sin ny — sin nx sin (n -— l)y 

2(cosy — cosx) 

©efet man in biefc ®(ei#ung ffir n alle ganjjaljfigen ffiertfye t>on 
1 bi« n, unb fummtrt bie erhaltenen föefultate, fo Ijeben ft$ auf 
ber regten ©eite fämmt(ic$e ©lieber mit 9lu$naljme ^fateä einzigen 
gegenfettig fort, unb man finbet: 

sin x sin y + sin 2x sin 2y -f- • — (- sin nx sin ny 
___ sinnxsin(n4-l)y — sin (n + l)x sinny 

~~ . . x + y . x — y 

4 sin — Jr-i- sin — ^ 

Sägt man nun ben ©infet y unenbticfy Hein toerben unb naäf o fon* 
fcergiren, fo ift sinvy = yy. 3Dit>it>trt man atfo beibe ©eiten ber 
erhaltenen @(et$ung mit y, fo folgt: 

sinx + 2sin2x + 3sin3x + 4sin4x + -.- + nsinnx 
__ (n + l)sin n x — n sin (n - f- l)x 
4sin£x* 

9Rit #ötfe biefer formet urirb bie Oberfläche be* betrachteten Äu- 
gelftfideS, toenn man x = d fubftituirt: 

~ tjt ( n + l)sinn<? — nsin(n- f-l)d 
"" sin|<J* ' 

I)a$ betrachtete ©türf ber ffugeloberfläc^e toerbe nun Don einem Hei» 
neu ffreife umfd&toffen, beffen fpbäriftyer töabiu* = a ift. <S$ ift 

fomit a = nd, ober d = — • 3Man erhält bafyer: 
s = r * -^ cosec^- |(n -f' 1) sin a — n sin (a + —Jj 
= r 2 ^cosec^|sina~nfsin(a-f — )— sina^J 

= r 7^ cosec ^i s,na ~ 2nsin ^ co < a+ ^r 

Stimmt man jefet an, ba& n na$ unenbtiety fonuergire, fo toirb 
sin <nr=2~-> Unb man ^ nbet; 

e>fyUha$ Aufgaben. 9 
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s = 4r*{sina — er cos a}» 
Sifl man aber ba$ ganje außerhalb ber Beiben ßtytinber liegenbe 
©ttidf ber Äugetoberfläctye beregnen, fo Ijat mau in btefem 9fa$bru<fe 
nur a = in aujuneJjmen. 6$ folgt atfo fc^ttefelica^ : 

s = 4r 2 . 

(5$ ift merftoürbig, bafc ber erhaltene HuSbrud md&t nur qua* 
brirbar, fonbern fogar eine ganj einfad&e atgebraif^e gunftion be$ 
SRabiu« r ift. 

Die fcon ben beiben ©jtinbern eingefd&toffenen ©tüdfe ber Äuget 
Ijaben femer |ebe$ einen gtä<$euinljalt: 

7) SBenn auf einer Äuget, bie mit fonftanter ©e* 
fc$toinbigfeit um einen iljrer £)urc$meffer rotirt, ein 
$unft Dorn Snbpunft ber £)ret?ung$a$e mit gteic^förmi* 
ger ®ef<$toinbtgfeit fyerabgtettet, fo »erben bie&onbem* 
felben berührten fünfte ber Äugetoberftäc^e eine ßur&e 
boppetter Ärümmung bitben* @$ fott ba$@tüd ber Äu- 
get berechnet toerben, toet$e$ bon einem größten Äreife 
bur<$ ben (Snbpunlt ber 3tje unb bon bem burc$ benfei* 
ben begrenzten Surbenbogen eingefd&toffen toirb. 

<£$ fei (ftig, 29) OE = r ber SRabiu«, um »eichen bie Äuget 
rotirt. ©er betoegte *ßunft, ber öon E Ijerabgleitet, Jjabe eine SBtn* 
fetgefd&toinbtgfeit, bie fi<$ ju ber ber rotirenben Äuget tote a ju ß 
t>er^filt / unb betreibe unter biefen Umftänben bie ßurbe EDCB, 
toätjrenb er auf ber ruljenbeu Äuget ben Ouabranten EA burd&lau* 
fen toürbe. (5$ totrb atfo jeber $unft C feiner Saljn babur$ be- 
nimmt fein, baß, Nenn man burety C eine <£bm CF fenfred&t jur 
«je OE ober paraflet gum Slequator AOB legt, ber Sogen CF be8 
baburety entftetjenben Keinen ÄretfeS fi$ 3U EF öerljatte, tote ß ju a. 
gg fei nun EOF = a, alfo E'OA = ß 9 n>emt ber grSgte ÄreiS EC 
ben Sogen BA in E' trifft, gerner ift Sogen EF = ctr. 

Um nun einen bon ber Safyn be$ $untte$ begrenzten £l)eif 
ber Äugetoberfläc$e 3. 93, ECDE ju beregnen, benfe man fi($ ben*- 
fetben burdfc n — 1 größte Äreife, toetd&e ben 2Btn!et CEF in n 
gleite £$eüe tljeiten, in n ©(erneute gerfd&nitten, toel<$e, trenn n 
fe^r grojjj ift, fcon eiuem feljr ffeinen ßur&enetemente ber 9ää§n be$ 
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fünfte* g. 93. KK' unb ben Sogen jtoeier größten ffretfe EK unb 
EK' eiugefctytoffen »erben. @S treffe EK ben Sogen AB m A' unb 

EK' in B'. «tebann ift Sogen A'B' = -^- 3ft ferner K ber kte 

ßk 
Eljeityunft bon A an*, obe$ ber Sogen HK = ^-, fo ift, na<$ 

bem borauSgefefcten ®ef($tombigfeit$&erl?ättniß, Sogen EK ober ©in* 

fet EOK = — • 
n 

@$ ift nun bie Oberfläche be$ gtäd&enetemente« EKK' naljegu 
gleich bem ©tüdfe ENK, ba8 man erhält, toenn man ben Sogen 
HK verlängert, bi« er EK' in N fd&netbet 3ft nämttc$ n fe$r groß, 
fo ift ^NKK' berfötoinbenb Hein im Serfcältniß gu EKK'. 6« ift 
nun bie Oberfläche t>on ENK gleich bem ^robufte au« bem Sogen 
A'B' unb ber £>ölje EJ, toetd^e man erlitt, toenn man oon K ba$ 
8ot$ KJ faßt. 

9Äan bat nun: 

EJ = r-OJ, 

aber: OJ = rcos — , 

folglich EJ = r(l-cos^). 

©a ferner A'B' = ^- ift, fo ergtebt fi<$: 

(1) EKN = ^(l- cos T> 

SSM man nun ben Släd&enutljalt a be« ©tödfeS CED beregnen, 
fo $at man in ber lefcten ©fei<$ung für k aße gangen 3al)len * on ! &** 
n — 1 gu fubftituiren unb bie erhaltenen «uSbrüdfe gu abbirem 3e 
größer nun n ift, um fo meljr toirb bie erhaltene ©umme fic$ bem 
wahren SBBert^e be$ gläc&enftüdfeS nähern, bis fie für n = oo t>ott* 
ftänbig mit bemfelben übereinftimmt. 2Wan übergeugt fld& nämli$ 
leid&t, baß ber bei ber Slbbttion begangene gefyter Meiner als baS 

lefete eiement ober <— (1 — cosa) ift» 

9* 
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<S« töfet ftcfy nun bie Summe ber betriebenen Grtemente EKN 
leicht bur$ fotgenbe geometriföe ^Betrachtungen ableiten, 

Auf einem Greife bon 9iabiu$ r trage man einen Sogen 
EGC = a (glg. 29b) ab unb t^ctte benfetben in n greife Streite* 
g* fei L ber k— lfte unb L' ber kte £$etfyunft. 

£>a afebann SB. COL' = — ift, fo ift ber ÄreiSfeftor COL f 
= IT*— wnb fcreted COL' = ±r*sin — . 

<5« ift atfo ba« ©egment: 

CGL'==*r<^-sin^> 
A \ n n / 

©benfo ©egment: 

CGL s , if .ffLll2._ *'«(k-l) i 
2 ( n n J 

@* tt>irb mithin: 

CLL' = ir«j^~2sin^cosfci^i 
^ 1 n 2n 2n ) 

SBMrb nun n unenblicty gro|, fo toirb sin^- = ™ 2»an erhält 
atfo in biefem gatfe: 

@$ ift nun ber leidet ju beftimmenbe $ntyalt be$ ©egmente* CGE 
flteicty ber ©umme btefer SBertlje, bie man erhält, toenn für k atte 
ganjjapgen SBertije Don 1 bis unenblicty gefegt foerben. gotgn^ 
erhält mau: 



2 S" ~ cos T") = * r *( a ~~ sin a) ' 



r 1 A ak\ sina 

ober: 2 — (1 — cos — )= 1 

n \ n / a 

©efet man nun biefen Sßertl) in bie oben gu bere^nenbe ©umme 
ein, fo folgt: 
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Stäche EDC = /9r*(l-^). 



©iß man ba$ ganje ©tücf ECBE beregnen, fo fyat man in biefer 
©leid&ung nur a^ln i\x fubfiituiren, 9Äau finbet: 



ECBE 



=<*'0-f) 



3ft nun in einem befonberen ftafle /9 = a = i^, fo toirb: 

ECBE^^-r*. 
Da nun ber tfugeloftant = i^r» ift, fo ergiebt ftety: 

ECBEr^-r 1 
unb ba« gtäc$enftü<! EABCDE = r\ 

@* ift bemerfenStoertl), ba§ biefer 35$ertl> eine ganj einfache ra- 
tionale ftunftion bes Stobtu« unb atfo leidet mit £fllfe be* 3irfefo 
unb SineatS ju quabriren ift 

Qn bem testen ftafle toirb aujjerbem bie ^rojeftion ber Surbe 
auf ben Äquator ein Äreiö unb folglich ba« Problem in biefem 

gaße ibentifö mit ber SBtoianifd&en Aufgabe, 3ft ~- rational, fo 

finb biefe Surfen no$ atgebraiföe, im «ßgemetnen aber finb fte 
tranflfeenbent 

8) @« finb (ftig. 32) Dorn gegebenen fünfte F au« bie San* 
genten FA unb FA' an ben Ärei« AEA f mit bem SKittefyunfte H 
gelegt. ÜWan jielje bur# ben tt>ißfürti($en $uuft G', paraßet ju 
AA', bie ©erabe L'GL, @$ fott ba$ S3otumen be$ burc$ SRo* 
tation be$@tfi<fe« GAL um bieSjeFM eutfteljenben $ör* 
per« Berechnet toerben. 

Um biefe Aufgabe ju IBfen, brauet man nur ben O^Ijalt be$ 
bur<$ Dotation t>on KBAL um KB entfteljenben abgepumpten ffegeW 
ju beregnen unb bon bemfelben ba$ Selumen be$ bur$ KBAG er- 
zeugten Äuge(abfc$nttt$ ju fubtraljiren* ffiir jieljen e« inbeffen fcor, 
ba$ »erlangte SSotumen unmittelbar bur$ 3erf#neiben be$ betraf* 
teten ftörper* in unenblicty banne dtfnge ju beregnen, ba bie in 
biefem gafle aufyuffiljrenbe ©ummation ntd&t oljne Ontereffe Ift, 

Die befannte ©trerfe BK fei = h unb AL = s. 

3Wan tljeite nun bie #8$e h in n gleite Steile unb lege bur<$ 
bie einjetnen Styitymtfte ebenen parallel bem burc$ AA' beförie* 
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bcnen Äreife, fo »erben biefetben ben untersten Äörper tri n SRinge 
gerfd&neiben, bie man, toenn n feljr gro& ift f na^eju att Ctyßnber 
betrauten Tann, 

(£$ fei nun bon B geregnet D ber kte unb E ber k— lfle 

5£$eityuttft. 2Ran $at atfo DE = ~- itnb FA = ^-. Der 3n* 

Ijalt be* bur<$ Dotation bon NFF'N' entftetyenben JRinge« ift alfo 
naljeju: 

^(DN + NF) 1 — -TrDN'- 



rzz^NF^NFDN^— NF(NF+2DN), 



ober enbticty: 



7rh .„, rchsV 

= — Ar = r — ' 

n n 3 



Um nun ba$ ganje SSolumen V be$ betrachteten ÄörperS gu 
ermatten, fe^e man in biefen Äuäbrud für k alle ganjjaJjügen Sßertlje 
bon 1 Bio n unb fummire bie einzelnen auf biefe SSJeife erhaltenen 
SRtnge. @$ f ctgt : 

Die ©umme auf ber rechten ©eite ift nun burc$ eine einfädle 
geometrifetye SBe^rac^tung ju beftimmen. £>at man nämtiety einen ge* 
raben Äeget mit Ärei$bafi$, beffen §ölje=h unb beffen SRabtaS 
= r ift, fo erhält man bur# äljttti<$es 3 cr f Reiben in parallele 
@$t#ten für fein SSotumen ben SSJertlj: 

Äeget = ^(l'+2*+3 8 + -... + n*), 

ober, ba ba« Äegefootumen anbertoeitig f$on befannt unb jttar 
= i^hr* ift: 

X ¥ == ^ (12+2t+3,+, ' ,,+n,) ' 

tt>enn n unenbfi<$ groß ift. ©efet man nun biefen ©ertty ein, 
fo folgt: 

(1) V = ^hs f , 
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SMefe etgent^ümüd^e ©ummationStoeife ift no# barum befon* 
ber$ tntereffant, »elf möglicher SGBeife Slrd&imebe« auf ganj analoge 
SBeife bic Parabel quabrirt tyat. SDie foebc« gefunbene formet 
gilt nun auety für ben bur# Dotation t>on ARP erzeugten Äörper. 

Um bon ber gormel (1) eine Sfntoenbung ju machen, betrauten 
ttir einen fteget mit ber ©pifee F, ber bis POP' mit SBaffer ange* 
fäat tft. Staubt man eine Äuget bom föabiu* r in bie gtüfftgfett, 
bis fie ben ffegel in A unb A' berührt, fo mag ba$ SBaffer bon 
P bis C emporfteigen. (S$ fofl bie neue §8Ije be$ SBafferftanbe* 
ober bie ©tretfe FE' Beregnet toerben. 

<g$ fei FO = a, PC == x unb äßinfei AFM = a. Wtan fytt 
atebann: 

MF=-i — , AF = rcota, BF = r cota cosa, 
sina ' 

or r(l — sina) . ^ r(l — sina) 

SF.= -^-: L unb: OS = a ^— : *• 

sina sina 

@$ mufj nun ber bur# Dotation bon PRTC erzeugte {Raum glei$ 

bem ßugelabffytitte RSR'O fein. <£$ ift aber: 

RSR'0=rcOS , (r-iOS) 

\ sina / V sina / 

*Ra<$ (1) ift aber SBotumen TCPR = £7rcosa(AP 8 -AC 3 ). 

©efct man biefe beiben äBertl)e einanber gleich , fo ergiebt fi$ 
leidet bie folgenbe (Steigung: 

AC« = AP» ^-(a- r(1 - Sina) )Y3r-a+ r(1 ~ Sina) ) > 

cosaV sina / \ sina /' 



AP aber ift = AF — PF = rcota- 



8 



cosa 

<£$ ift alfo AC gefunben. ferner ift: 

FE r = FC cosa = (AF — AC) cosa = r cota cosa — AC cosa. 

©efet man in biefe ®Iei<$ung ben oben für AC gefunbenen ©ertlj 
ein, fo Ijat man bie gefugte ©rößc FE' beftimmt 2Wan erhält 
na<$ einigen Umformungen fc$ließtic$: 



FE' = rcota cos a + i/a 8 sin a 1 — 4r 8 cota cosa sin (irc — £a)V 
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9) einige befonbere gälte ber ©utbin'fd&en SReget. 

£>ie <£uw EBFD ($ig, 33), tt>etc$e bur<$ bie 8inie EF itt gtoet 
fommetrifd&e £Ijet(e jerfd&nitten toirb, rotirt um eine «je XX', toeld&e 
ju EF t>araUe( ift. @« ift ba« 93otumen be« fo entftanbeuen £fa> 
^>cr« gu beftimmen. 

äßan gerfd&neibe bie ßurbe burdfr ein ©Aftern paxaütUx ßinten, 
toetd&e fenfred&t gur 21 je ftetyen, in unenbficfy fömate (Stern ente, bie 
man mit SSernad&Wffigung einer uuenblicfy Keinen ©rt§e al« JRed^terfc 
betrauten fann. ©« fei j. 33. AB = b, BD = a unb CC t = d. 
«t«bann ift ba« 33ofumen be« SRinge«, toetd^er burd& bie Dotation 
be« töed&tedfe« BB^D entfielt: 

= * ( a +b)M — fibM = 7r(a , + 2ab)<J = 2rc(*a + b)<Ja. 
©efet man: 

^a4-b = AC = r 
unb ben 3nt>aft be« SRe<$te<f«: 

<Ja = ? , 
fo ergiebt fidfr für ba« 93otumen be« SRinge« ber ©ertty 2mQ. $)a 
aber r für äffe JRed&tedfe BB 4 D t D fonftant ift, fo ertyätt man für 
ben $n$att V be« ©efammtförper«: 

V = 2rcrO, 
toenn bie ©berfläd&e ber rotirenben gigur begeid&net, ©reljt ftdfr 
g. 35. eine (Sfltyfe mit ben Styen a unb b um eine ßinte, toetd&e 
mit <einer iljrer Stjen paxaUtl ift unb aom SMittetyunfte ber @Ütyfe 
um |a abfteljt, fo ift ba« SJotumen be« erzeugten Körper«; 

= 7r*abc. 
3ft bie betrachtete @ur&e nietyt fommetrif# in SBejietjung auf eine 
Sinie EF, fonbern »erben alte Linien, toetd&e bur$ M, bie SKitte 
&on EF, geljen, t>on iljr fyatbirt, fo lägt fi$ ba« SSotumen be« SRo* 
tation«förper« -au# nod& bann beregnen, wenn bie SRotation«a$e nid&t 
me^r parallel gu EF ift. 3ft g. 33. (jjlg. 33b) AB = AB, , fo ift 
au$ SRed&tedf CD = SRecfctedf C 1 D l unb BE + B^ =2 AM. <§« 
ift fomit bie ©umme Je gtoeter entfpred&enben SRectytede: 

= 2tt^BE + 27TßB 1 E, = Attq AM, 
atfo ber ganje Äörper toieberum: 

= 2ttAM.P. 
(Sbenfo lägt fi<$ bie Oberfläche eine« bur$ (Surben ber betrachteten 



©eemetrifä« unb rt#folif($e ffnfgaBen. 137 

Art erjeugten 8?otation$f6rper$ feiert beflimmen. 3tft bie ©urbe 
toieber nur femmetrifefc jur 8inie LN (gig.33c), toetetye fraßet jur 
JRotatlonSaje tauft, fo ift CF = C'F' = s. ©efct man nun AC = p 
uttb DF = r, fo ift ber 2Hantet be$ abgeftumj>ften Äeget*, »etd&en 
CF betreibt: 

= n$ (r + q) = 2tts -ü^- = 2rcs JG, 

toenn J6 bie ©trede AD tyatbirt. Sbenfo finbet man aber für ben 
bon CT' buretytaufenen Äegjtmantel: 

2nsM. 
£)ie ©umme ber beiben Äegetmäntet tft atfo: 
27is(HJ + JG) = 47rsOJ, 
ba bie ©eljne GH Ijatbirt ©ubftttuirt man atfo toieberum OJ = r, 
fo erhält man, ba bfefe ®rö§e für afte (Stemente ber rotirenben 
Surbe fonftant ift, at$ bie gefugte Oberfläche be$ ©efammtförper«: 

2«rP, 
menn man mit P ben Umfang ber gegebenen ßurbe bejetetynet. 

#atbfrt ferner bie Suroe fämmttic$e burefy tyren SWittefyunft 
gefymben ©etjnen (gig. 33 a), fo ift BC = B'Ü = s unb bie ©umme 
ber bon jtoei biametrat gegenfiberfiegenben ßurbenefementen betrie- 
benen ffegetmäntet: 

= 2*rsFG + 2nsF'G' = 4ttsNM, 
fo bag bie gefugte ganje Oberfläche na$ ben obigen ©ejetd&nungen 
lieber um: 

= 2rcPNM ift 

2Bir Ijaben biefe fpecielien ©eifpiete in bie ©ammtung aufge* 
nommen, toeit bie atfgemeine 93etrad>tung be$ ©^toerpunftt für eine 
elementare ©efyanbtnng toeniger geeignet ift 

10) (5$ ift ein geraber ffeget mit ftreisbafi« gege* 
ben. Wan fott bur<$ eine fefte Sangente be« ©runbfret* 
fe« eine (Sbene tegen, toet$e ben fteget in einer Sltipfe 
fd&neibet, beren fttäd&eninljalt ein SRajimum ober Mini- 
mum ift. 

Die große «je ber (Sfltyfe, toetetye man erhält, toenn man einen 
Äeget mit ehter Sbene fönetbet, liegt befanntti^ in einer @bene, 
toetefce burc$ bie ftegetaje geljt unb fenfreefct jur ©cfcnittebene fteljt. 
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Die Heine Äje hingegen ift ber Tangente be$ ®rnnbfreife$, toetc^e 
in ber @c$nitteBene liegt, paxaUel Eonftruirt man femer bie Stn* 
get, toetefce ben 5?eget unb bie ©Bene ber Sflipfe, unb jtoar im 
33rennpunfte biefer Surtoe Berührt, f o ttirb pe t>on ber SBene, u>et<$e 
bur<$ bie Sje be$ ffegete unb bur<$ bie große «je ber öflipfe gelegt 
ift, in einem größteu Äreife GHF (gig. 34) gefcfynitten, welker bie 
große Äje DB im SJrennpunfte F berührt. 

@« feien nun bie Äegetfeiten MA ober MB==2s, SSMnfet 
AMB = a unb bie §atBe große Sljre ED = EB = a. gegt man 
ferner bur# E eine $araßete gu AM, fo trifft biefetBe ben ©urdfr* 
meffer AB im 3Kittetyunfte unb MB in C, fo baß BC = s tft 
<S$ fei noefy EC = x, bie Sjcentricität FE = e unb bie Heine 8tje 
ober: yV — e* = b. 

3Kan erhält atebann aus bem SDretecfe CEB bie (Steigung: 

a* = x* — 2sx cos a + s*. 
@$ ift ferner: e = a — DF, 

ober, ba au% bem ©reiedfe DMB bie ©tredfe DF = a-fx — s ftc$ 
ergieBt: e = a — a + s — x, 

= s— x, 
mithin: b i = a , -(s~x) f , 

= x t — 2sxcosa + s*— (s — x)V 
= 4sx sin j-ct*. 
£)er gläctyentnljatt einer ©fltyfe ift nun = abre. CS$ muß folglich 
na$ ben für a unb b enttoiefetten Sterben, toenn man nur ben 2lu$* 
brudE unter ber SBurjel Betrautet: 

M = x 8 — 2scosax 8 + s , x 
einen ausgezeichneten ,2Bertlj erhalten. Wlan fefee alfo mti) ber Be* 
kannten SKetljobe: 

x 3 — xj — 2scosa(x f — xj)-f-s*(x — x 1 )==0 < 

$eBt man atfo mit x— x t unb fefet atebanu x = x t , fo folgt: 

3x* — 4s cos ax + s* = 0, 
ober : x = £s (2 cos a + yl — 4sina*). 

3Wan Ijat fomit jtoei äBertlje &on x gefunben, beren einer einem 
SWaftmum, beren anberer einem ÜRinimum entft>rt$fc 3ft nämlic$ 
junäc&ft x=0, fo toerfd&toinbet au<$ ber;3n^att ber Sfftyfe. ©er erfte 
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ausgezeichnete SBertt), bett man mit toacfyfenbem x ertjätt, ift atfo 
ein SKajimum, fo baß ber Heinere ber gefunbenen Söertlje öon x 
eine größte nnb ber größere eine Keinfte Sfftyfe liefert SDaffetBe 
SRefultat ergieBt fid& an#, toenn man bie entfprecfyenben a unb b 
Beregnet unb fobann ben Qn^alt ber ©üi^fc Beftimmt SDamit aBer 
x üBerljaupt reett toerbe, muß: 

4sina*<l, 
ober: sina<|, 

b. $.: «<30° fein. 

SBäre a = 30°, fo erfyätt man aüerbingä no<$ einen reeüen 
SBertl) Don x, ber aBer feinem 9Waj imum ober SRiuimum meljr ent* 
tyrec$en lann, Da nämtiefy Bei guneljmenbetn x bie gunftion H 
tt>ä#ft unb fcfytießti<$, toenn bie Sfltyfe in bie <ßara6et üBergeH un* 
enbti<# »erben muß, fo fann bie gunltion nur eine gerabe Änjaljt 
au$geaei#neter XBertlje annehmen, toäfyrenb bie 9ie<$nung boefy nur 
einen liefern würbe, ©teilt man atfo bie gunftion M ate ßur&e 

bar, fo toürbe fic in unferem ^aüe Bei bem äßertlje x = — nur 

V3 

einen SBenbepunft barBieten. 

Sßirb a>150°, fo toirb x toieber reell, aBer negatto unb bie 
Heine Äje ber Stttyfe imaginär. 

9Han fßnnte bie Sänge b ber Heineren Stje auc$ nodfr auf einem 
anbern SBege finben. Die große Stje BD tritt nie au% ber SBene 
ABM tjerau* unb ber Ort ber SKittefyunfte fämmtlic$er Stupfen, 
bereu SBene bur$ BT getjt, ift bie ®erabe OC bie burdfr paratlet 
ju AM läuft £)a ferner bie entftrectyenben Meinen $l$en fämmttid& 
normal ftnb jur SBene AMB, fo ift ber Ort iljrer Snbpunlte eine 
$araBet, bereu Stje CO ift, unb bereu SBene mit ber SBene AMB 
einen redeten Sßinfet Bübet SDic (Steigung biefer Surbe ift aBer: 

y* = 2px. 
gür x = OC = s toirb y = r, fo baß: 

2P = 4 ift. 
©efet man atfo y = b, fo erljätt man, toieoBen: 

b' = — x, 
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ober, ba au* bem glcic^fc^cnFHgen £>reietfe OCB: 
r = 2s sin Ja ift, 
b* = 4sxsin£a** 



dritte* StapittU 

Aufgaben ans bcr f^^ätifc^ctt Trigonometrie* 

1) 3fn einem j>$ärtf<$en ©reieefe ABC (fjtg. 35) ift 
gegeben bie «Summe jtoeier ©eiten AB + BC = g, biebritte 
©eite AC = b unb ber i^r gegenüberüegenbe ©infet 
ABC = /?. <g$ finb AB unb BC ju Berechnen. 

%lad) ber erften ®außtf<$en formet erhält man unmittelbar 
(fielje SRefyter <5tementarmatljematif): 

i/ i v cos Jg sin 4/? 
* v *" cos^b 

Stadlern man au$ biefer ®fetc$ung ben Sßertlj oon a + y Beregnet 
fat, folgt au« ber jtoeiteu ©aufcifd&en formet: 

cosJ(BC-AB) = ^i^±^iib. 

flu* ben Setzen t?on BC + AB unb BC — AB, fönnen alfo AB 
unb BC unmittelbar gefunben werben. 5Dle britte ©außifd&e gormel 
toürbe enbli<$ a — y> unb ba^er andf a unb y liefern. 

2) <$n einem f^ärifc^en £>reied ABC (gig. 35) ift 
bie eine ©eite AC = b gegeben, ber Unterfd&teb ber ©in* 
fei BAC— ACB = d unb bie ©ifferenj ber beiben pnbern 
©eiten BC-AB = d. <S$ folten bie ©eiten unb SBinfet 
be« «Dreietf* gefunben toerben. 

'Ca bie Unterfctyiebe ber gefugten ©eiten unb ©infet gegeben 
finb, fo totrb man gut tljun, ifyre ©ummen, alfo a + y unb a + c 
ju fuetyen. 

2Ran §at naä) ben ©aufciföen Formeln: 

sin^(a — c) __ sinj (a — y) 
sin£b ~~~ cos£/? 
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co»l(» — c) 'rinifc+r) 
HIU> * cos*b cos*/? 

©foibirt man b»e erfte ber Beiben (Steigungen bur$ bie jweite, 
fo folgt: 

ober: (1) sinJ(a+y) = -^^~. 

(Somit ift a + y gcfunfcen* (5$ fei =A. 
SM&ibirt man ferner bie beiben ftormefa: 

sinj(a + c) cos£(« — y) 

sin|b ~~" sin|/? 
cos£(a + c) _ cos|(a + y) 
unb: cos*b ~~ sin*/? 

bur<$ einanber, fo ergiebt fü$: 

(2) „«. + .). W =lg^. 

ober, toemt man, um einen nur au« Tangenten jufamtnengefefcten 
«u«brucf ju ermatten, (2) bur<$ (1) bieibirt: 

te%(a—y) »gj(a-c) 

tg*(«+y) tgi(«+<0' 

«it*i«: *«. + .) »JlgjjiL. 

Daraus folge: 

a + c = l. 
<£$ ergiebt fi$ atäbann fd&tiefclicfy: 

a = ' a = 



2 2 

3 rf Uttb: I A 



2 2 

3) 3n einem fptfiriftyen £>reie<fe ABC ($ig. 35) ift 
ein Söinfet ABC = gegeben, femer bie (Segmente, in 
toel$e ba* 8otl> BD bie Saft* AC gerfdfrneibet, AD = m 
unb CD==n. <S* finb bie Seiten a unb c be$ £)reie<I« 
ju beregnen. 
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Da SBinfet ABD + DBC = /? gegeben ift, fo beregnet man 
am DortljeiUjafteften bie Dtfferenj ber beiben SßJtnlef ABD — DBC=x, 

fo bafc ABD=£±-^ unb DBC = £=^ iji. ©efet man no<$ 

BD = z, fo ergeben fiefy au« ben red&ttöinttigen Dreiedfen ABD unb 
DBC bie ©teid^ungen: 

sinz = tgmcot|(/?+ x ) 
unb: sinz = tgn cot|(/9— x). ^ 

Durcfy Dtoifion biefer beiben ©letdfrungen erljätt mau: 

tgm _ cot£(/g— x) = tgj(/?+x) = sin/g + sinx 
tgn ~~~ cot£(/?+x)~~~ tg£(0— x) sin/? — sinx" 

™. „. tffm — tffn . Ä 

^ W: SinX= tg m + ^n Sin ^ 

sin(m — n) . ^ 
ober: =— r-) — : — fsintf, 

sin (m + n) r 

Damit ift alfo x, folglt$ au<$ z unb bie SBinfet a unb y gefun* 
ben. Die 93ered&nung ber ©eiten a unb b bietet alfo leine »eitere 
@d&tt>ierigfeit 

4) Die ©eiten a, b unb c be$ fpljärifdfren Dreiedfe* 
ABC(gig.35) ftnb befannt Sin bur<$ B ge^enber größter 
Ärei$ jerfd&netbet bie Seite AC in bie gleichfalls gege* 
benen ©egmente AD = m unb DC=b — m. 2Bie grofc ift BD? 

©efet man ben SQBtnfel BAC = a unb bie unbefannte ©röfce 
BD = x, fo ergeben ftc$ an* ben beiben Dreiedfen ABD unb ABC 
bie ©tetd&uugen: 

cos a — cos b cosc 



cosa = 



unb: cosa = 



sin b sine 
cos x — cosc cosm 



sine sin m 

©efet man nun bie beiben für cosa gefunbenen SBert^e einanber 

gleich, fo folgt: 

cos a sin m 4- cos c sin (m — b) 

cosx = L ^-r - -• 

sinb 

5) Die ©eiten a, b nnb c eine« fpljärif<$en Drei* 
edfe* ABC (gig. 36) finb belcrnnt 2Ran fott bie Sänge 
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Don GH beregnen, wenn AG = c' unb AH = b' gege* 
Ben ift 

SHan lann to>ie in ber borigen Stufgabe au$ bcn £>reie<fen ABC 
unb AGH gtoei S33ert^e für ben cosinus be$ SBtnfelS a auffteüen, 
toeltye bic ®(ei$mtg liefern: 

cos x — cos b r cos c f cos a — cos b cos c 

sinb' sine' ~~~ sin b sine 

9tu$ biefer ©leic^ung folgt, toenn man: 

tgb tgc = tg<J 

unb: tgb f tgc' = tg<J' 

fubftituirt: 

2cosb'cosc' f . „ . . ... . ,. , m 

cosx— . _» . . . — {cosasino' sino — sin b smc sin (d — o% 
sin2(Jsinb sine ' v n 

6) 3n einem red&ttoinftigen f^^artfd^en £)reie<fe ABC 
(gig. 35) ift bie £typotenufe BC = a unb bie Summe ber 
Äatljeten AB + AC = s gegeben. SKan folt biefe Äat^eten 

J6ere$nen« 

(g* fei AB = x unb AC = y # 2Ran Jjat atsbann: 

cosa = cos x cos y, 

= cos x cos (s — x), 

= i cos(s — 2x) -J- i coss. 
9ltf : cos (s — 2x) = 2 cos a — cos s. 

©ubftttuirt man : cos s = 2 cos <J, 
fo ergiebt fl<$: 

cos(s — 2x) = 4 sin — £ — sin — ^ — 

6$ ift alf x unb mitten aud) y = s — x gefunbetu 

3?ft an ©teile ber ©umme bie ©ifferenj ber ff atmeten x— - y = d 
gegeben, fo erhält man toieber, toenn man cosd = 2cos<J fubftituirt: 

cos(d + 2x) = 4sin— ^ — sin— ^ — 

7) ß$ finb bie brei ©eiten a, b unb c eines fpljäri* 
föen £>reie<f$ ABC (gig.35) gegeben. 2Kan folt bie £ö$e 
BD = z beregnen. 
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©tnb a, ß, y bte bret SBinfel be« SDreiecfö unb a -f b -f c = 2s, 
fo tyat man: 

sin ,i ^ _ ,i sin(s-b)sin(s-c) 



sin ja = y — 



sin b sine 



„**k. ÄÄ -i ,/sinssin(s — a) 

r sin b sine 



atf o : sin a = . . . — /sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c), 
! sin b sine v ' ' v n 

ober, ba sinz = sine sin a ift, 

2 - 

sin z = -T—r- /sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c), 

üttit £filfe btefe« töefuttate« fann man tei$t ben förpevUcfcen 

Qfuljalt eine« ^arafleteptyebon befttmmen, beffeu btei Äanten d, e 

unb f nebft ben tantcntoinfeln a, l> unb c gegeben ßnb, 3ft näm* 

\\§ z ber SBinfel, n>elc$en bte flaute e mit ber au« d unb f ge* 

bitbeten 93afi« btlben, fo Ijat man na<$ bem obigen SRefuttate: 

2 . 

sin i = . , /sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c). 

Solgtufc, ba ba« ©runbparaöetogramm = df sinb unb bte £öl>e 
= esinz tft, ba« SSolumen be« ^arafleleptyebon: 



V = 2def /sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c). 

8) (£« finb bte brei Seiten a, b unb c eine« fptyärt* 
f<$en £>reied« ABC (gfg. 35) gegeben. üKan foU bie «b* 
fc^nttte AD unb DC beregnen, in n>e($e ba« 8ot$ BD bte 
©eite AC jerfd&neibet 

aWan fefce AD = x unb DC = b— x. 2»an cr^ätt at«bann 
au« ben beiben rettythnnKtgen SDreteden ABD unb BCD bte ©tet* 
jungen: 

cos z cos x = cos c 
unb : cos z cos (b — x) = cos a. 

£)urc$ ©totfion ftnbet man: 

cos(b — x) _ cosa 
cosx ~~ cosc ' 
cosx + cos (b — x) __ cos c + cosa 
' * cosx — cos(b — x) ~~ cosc — cosa 9 
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ober: cot|b cot(x— fb) = cot T^ cot— - — , 

wfo : tg (x - ib) = tg ^-p- tg -^J-?. cot*b. 

9) SWatt fennt ben Umfang eine* fpljärif<$en 35ret* 
e<I$ ABC (gig. 37) = s, bie £ö$e BD = h unb ben ©tnfet 
BAC = a. 3»an foIC bic bret Seiten AB = z, BC = x, 
AC = y Beregnen. 

3Han erljäft juv Seftimmung ber unBelannten ©rögen x, y 

unb z fotgenbe ©lefd&ungen: 

(!) x+y + z==2 s, 

/ox . sinh 

(2) sinz = -: — 
v ' sma 

unb: (3) cos x = cos y cos z + sin y sinz cos a, 

%x& (2) ift z unmittetBar Befannt gerner ergfeBt fi<$ aus 
ber (efeten ©teid&ung, toenn man sin y sin z auf ber rechten Seite 
abbtrt unb fuBtraljtrt: 

(4) cos x = cos (y -f z) + 2 sin y sin z cos i<x\ 
ober: 

2sin ( X+ | + z ) sin ( Y + *~ x ) = 2siny sinz cos*«*. 

9?un ift aber: 

x = 2s — z — - y, 

*r Y + Z — X 

alfo: 13-2 = y+z-s. 

3otgtic$ ift: 

sin(y + z — s) _ sinz cos|a 2 
siny ~~ sins 

©uBftttuirt man, um an* biefer ©leittyung bie UnBefannte y ju ent* 
tohfetn: 

sinz cos la* Ä , 

: *— = tgA, 

sins D ' 

fo erljäft man, toenn man gn Beibett ©eiten ber aufeulöfenben ®tci- 

<$ung 1 abbirt unb fuBtrafyirt unb bie fo erhaltenen ©tet^ungen 
bur$ einanber btbibirt: 

€<$eCtoa<$ «ufgaien. * 10 
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ober: 



siny+sin(y + z-s) ^ 1 + tgA 
siny — sin (y + z — s) 1 — tgX • 



sin{ y +i( a -s)}co S ^( 8 -z) = 

cos{y + -Kz — s)}sin|(s — z) 6V * ' " 



alfo enbttty: 

tg{y+i(2-S)} =tgi(8-z)tga7I + A). 

«u« biefer ©leid&ung erhält mau ben Sßertty ton y unb mit £>ü(fe 
beffetben au« (1) au<$ unmittelbar bie ®röße x. 

10) ©er Segenbre'fc^e @afc. 

<£« feien bie ©eiten a, b unb c eine« foljärifd&en SDreiecf e« fe$r 
Hein im 33erljäftm& jum töabiu« ber Äugel, auf melier ba« SDreied 
liegt. Die SBinfel beffetben feien a, ß unb y. 

(Sonftruirt man unter biefer $Borau«feftung ein ebenes ©reied 
J\ beffen ©eiten ebenfall« bie Sänge a, b unb c Ija&en, unb beffen 
©infet gleich <*', ß* unb / fein mögen, fo finben jnnfc&eu ben ©in* 
(ein ber fceiben ©reieefe naljeju bie fotgenben Stellungen Statt: 

SBetoei«. ©ubftituirt man s — a = a r , s — b = b f unb 
s — c= c', fo ergiebt [xä) au« bem ebenen ©reietfe: 

/b'c f /~sa< r 

sin^a' = !/-:— unb: cos|a' = y — 

unb au« bem f^ärifc^en Dreiede: 

' sin b' sine' 



sin 



i«=/^ 



sinb sine 

g« ift nun, toenn man »egen ber fileinfeit ber 93ogen a, b unb c 
bie fünften ^otenjen bernad&läffigt: 

sinb f = b' — £b' 8 = b'(l — |b' 2 ) 
unb analog: 

sinc' = c'(l — -Je' 2 ) u. f. n>. 

©efet man biefe nur angenähert richtigen äBertlje in bie ©teid&ung 
für sin ja ein, fo ergiebt fiety: 



r b(l — ib^ctl — ic 1 ) 
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aSerttad&täfftgt man toteberum bte ©lieber »on fünf üDimenftonett, 

fo folgt: 

b"+c" 

.. 6 

sin - " 



/b'c' 
Ober, toenn man: 



1 b»+c' 



b»+c» b' + C 

1 — g— -1 + — g— +... 

fefet unb bte ©lieber &on toter $)imenfionen fortläßt: 

r b"-b*+c"-c* 

sm^a = sm|a r y 1 ~ 

@$ tft aBer: 

b' t -b 8 +c'*-c 2 = s(s-2b) + s(s-2c) = 2s(s-b-c) 
= — 2s (s — s) = -— 2bcoos^a'*. 

©efet man biefen SBertfy ein, fo folgt: 



/ 2bc 
sin^a = sin|a'y 1 + -ß- cosia'*, 



(Snttoufeft man nnn bte Duabrattourjel mäf bem butomifetyen ßeljr* 
fafce unb bewad^laffigt batet bie ©lieber bon bier unb meljr 3)tmen* 
ftonen, fo ergiebt ftc^: 

sin %a = sin %a'(l + -~- cos|a ,f Y 

— »s,i,j i 2bc sin ja' cos ja' cogjcf 

= sinJ-aH-i^' cos^a'. 
Da nun £^/ r fetbft feljr Hein tft, fo fann man mit 33ernac$läfftgung 
be8 OuabrateS biefer ©röße |^' = smiJ' unb cos|^' = 1 fefcen. 
9Kan erhält fomit: 

sin£a = sinJ-(a' + £^), 
ober: a = a' + £z/' 

unb analog: ß = ß* + \J f 

10 * 
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£>ur<$ abbitten biefer brel ®lei<$ungen crgicBt fi<$, ba «'+/?-!- /=*r 
ift: J* = a+ß+y — n, 

b. ff. atfo, ba$ cBcne £)rete<f ift glei<$ betn fyljärifc$en ©reieefe, unb 
abbirt man ein ©rittet be$ fotyärif$en @$ceffe$ gu ben SBmfefa be$ 
e&enen £)reie<f«, fo ergeben ftety ljintängti<$ genau bie SBinfet be$ 
fytyärifctyen 5Drete<f$. 

Setztet. SWan tjat auf ber @rbe bie Seiten eine* friert* 
fc$en £)rete<f$ gemeffen, beffen ©eiten a = 12, b = 17 unb c = 19 
üMeilen ftnb. 2Ran erhält atfo s = 24, s-a = 12, s— b = 7 
unb s — c = 5. 

®etra$tet man nun junöcfcft ein ekneS SDreietf, beffen ©eiten 
biefefte Sänge fyafien, fo ift, tt>enn man: 



i 



( s _a)(s-b)(s-c) = Rf 



fu&ftitutrt: 



tg*/ = -5— «nb ^' = sR'. 

s — c 

aKfttt erhält bemnaefc, na<$ einfachen töectynungen: 

log^/' = 2,0017302 
ttttb: ^ = 100,3992. 

gerner. logR' = 0,6215190 

unb baljer: 

logtgi«' = 9,5423378, folglich £a' = 19° 13' 8",34, 

logtgi/? = 9,7764210, * iß 1 = 30° 51' 47",32, 

Iogtg£/ = 9,9225492, * |/ = 39°55' 4",34, 

ober: a' = 38° 26' 16",68, 

ß> = 61° 43' 34",64, 

/ = 79° 50' 8",68. 

6« ift nun ba« foefcen Betrachtete efcene ©reied ftöc$engteid& bem ge« 
ge&enen foüjäriföen, fo ba& man, »orauögefefct, baß ber töabta« ber 
Srbe = 860 leiten fei, fe|en barf : 

J' = 860* (a + ß+y-n), 

ober: wy r = a+ P +y ~ 71 ' 



u 
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<£« war aBer: 

log^' = 2,0017302' 
unb; 21og860 = 5,8689970, 

folßli<$: log(«+/J+y-rc) = 0,1327332-4. 
«tfo ift bcr f»>$ärif($e @rcefj: 

a+/J+y-« = 0,000135747, 
= 28", 
ober: \J> = 9",33. 

<S« ift ba$er: a = 38° 26' 26",01, 

ß = 61° 43' 43",97 
unb: y = 79° öO* 18",01. 

Um ft$ öoit bem ©rabe ber töictytigfeit bcr burc^geffiljrten 
9te<^rtuttg au üfcerjeugen, beregne matt bie SBinfel be« folj8rif<$en 
SDreiecte na$ bett genauen gormefn ber foljärifd&en Trigonometrie, 
©u&ftitulrt man alfo: 

/sin (s — a) sin (s — b) sin (g — c) _ „ 
r sins ~~ ' 

fo wirb: 

X « ia = siz£=Ty ^^slnls^^^^sFCs^)- 

©efct man ater ben töabiu« ber @rbe = 1, fo tetrb: 

24 
s = -^ = 0,02790698 = 1° 35» 56",227, 

10 
s - a = -^- = 0,01395349 = 47' 58",113, 

s - b = -öir = 0,00813953 = 27' 58",899 

unb : s - c = -j^ = 0,00581395 = 19* 59",214. 

SKit $fitfe biefer SBertye finbet man: 

a = 38° 26' 25",78, 

ß = 61° 43' 43",84 
unb: y = 79° W 17",95. 

SWan fteljt atfo, bafi bie gröjjte Sl&toeid&wig oon ben ofcen ge* 
funbenen SBertljeu = i" ift, toie eS na<$ ber ©röjjenorbnung ber 
»ema<$Wfflgten ©lieber au$ ber goü fein mujjte. 
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Viertes Stapittl. 

StufgaBcn au« bcr angetoanbten ©eometrte unb 
ber SKjlronomte« 

1) <£« foIC bic #ö$e unb Entfernung eine« Serge* 
AC(gig.38) befitmmt toerben, oljne bie ©röße eine« 2Bin- 
feto ju meffen, 

@« fei CL bie ^orijontatebene unb LO eitt Seobad&ter, ber 
eine ©röße =c Ijabe. @« lotrb al«bann eine ©tauge JG = c + h 
fo aufgefMt, bafl bie ©pifee berfelben 6 unb ber ©tyfel be« «er* 
ge« A bon au« gefeljen in berfelben SRid&tung erfd&eint SRan 
mißt atebann JL = a. Segiebt ft<$ ferner ber Seobactyter in bie 
^Option JH, fo fann biefelbe ©tange bon ber Sänge c + h nodj 
einmal in JjG, fo aufgeteilt toerben, baß H, G t unb A toieber in 
ein unb berfelben geraben Sinie liegen. Sföan mißt barauf EH = b. 

©efct man nun bie unbefannten ©rSßen AB = x unb BE=y, 
fo erhält man jur SefHmmung berfelben au« ber Ste^nti^leit ber 
SDreiede OHG unb OBA, HG 4 E unb HAB unmittelbar bie ©tet* 
jungen: 

xa = h(y + b + «) 
unb: xb = h(y + b). 

©ubtratyrt man bie gtoeite Don ber erften, fo ergiebt ji<$: 
ha t b f 



2) <£« foll bie £olje be« Serge« DC = b (8fig. 39) be* 
ftimmt toerben, toenn man in ber £>origontalebene ABC 
bie ©tanblinie AB = a unb bie bier SBinlet CAB = a, 
ABC = /?, DAC = y unb DBC = <* gemeffen l}at. 

3Wan erhält au« bem Dretedfe ACB bie ffiertlje: 

Ar. BSin ß w on asina 

AC = -r-7 r-Z- UUb: BC = — —, r-rr- 

sin(a + /J) sin(a + £) 

ÜKit £>ütfe biefer ©rößen ergeben fi<$ alfo au« ben beiben reetyt* 
tointligen DreiedEen ADC unb BDC fotgenbe jtoei Sßertlje für bie 
£ölje be« gefugten Serge«: 
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W. kri . asintftgy 

*' sm(g+/9) 
v u r>m * asingtgd 

sm(g+/J) 

SDton ftttbet fotgtidfr, »enn man bic Betbett für b erhaltenen ©ertlje 

einanber gtei# fefet, jtoiföen ben bier gemeffenen ffitnfefa bte S3e* 

bingung«gtei$ung: 

(2) sin ß tg y = sin g tg d, 

fo bag man in biefer ©teid&ung eine Sontrofle für bte 9tt$tig!eit 

ber 9Keffung $at 

Sefinbet man fi# auf ber £ölje be$ Serge« in D, fo fann 

man ebenfalls toenn man bte ©tretfe AB = a fennt, bur$ ffitnfel* 

meffungen, bte in D ausgeführt toerben fönnen, bte #ölje == b fin* 

ben. 2»an meffe, ttenn DB' 4= CB unb DA' =# CA ift, mit £ülfe 

beö 2fy»obottten bie »Utk! A'DB'=ACB=7r-(g + b), B'DB = d 

unb A'DA = y. «u$ ber @Ieic$ung (2) ergießt ft$ bann: 

tgy _ sing 

Igd ~~ sin/S ' 

ober na<$ einfachen Umformungen: 

. g — ß a+ß 

4 * . . a sin st-*- cos — £-£- 

tgy — tg<? _ sing — sinft _ 2 2 

tgy+tgd ~~sing + sin/?~ gin « + f c03 «-? 

. g — /? >« + /* 
= tg- T £eot-p. 

©weitert man alfo bie ünfe ©ehe mit cosycostf, fo ergtebt 

W: 

t "-ff _ sin(y-d) g + /? 
g 2 sin(y + <J) g 2 

Da nun -^i^ i6efannt ift, fo fann man mit pfiffe biefer ©tei* 

#ung a—ß unb fomit a unb ß felbft beregnen. SDte ©teic^ung 
(1) ergiebt bann lieber bie gefugte #ßlje be$ 93erge$. 

3) Qn ber ^ortjontalen ebene ACB ergebe ft$ ber 33erg CC 
(gtg. 40), bon beffen ©tyfet man bie fünfte A unb B' erbtiden 
fann. 3ft alfo DCE eine jum $ortjonte paraßele Sbene, fo fann 
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man bie ©infet DC'A = C'AC = /?', ECB' = C'B'F = a' unb ben 

Sßinfel DC'E=ACB=y meffen. £)ie ©tretfe AB' fei nun babur<$ 

Mannt, bag man iljre *ßroiefttott auf ben #orijont, ober AB = a 

unb bie £ö$e be$ fünfte* B' über B ober bie ©tredfe BB' = b 

fennt Sßie groß ift bie £ö$e be$ »erge* CC' = x? 

äKan erhält na$ ben eingeführten ©ejef^nungen: 

x==ACtg/?', 

Su« bem 1)reie<fe ACB folgt aber: 

Arl asin/? _ n asina 

AC= . r unb: BC = — : — , 
sin y sin y 

folgti<$ W: 

x ^ asin/?tg/?' 
^ ' siny 

3ft nun B'F parallel ber 8inie BO, alfo au$ = BC, fo er^ätt 

man jtüeitenö: 

/o\ u om i asina tga' 

(2) x — b = BCtga' = : — 2 — 

v J 6 siny 

3ur 33eftimmung ber unbefannten SBinfet a unb ß fefcen mir bie 

Beiben für x erhaltenen SBcrtfte einanber gleich. Darauf folgt; 

— siny = sin/? tg/?' — sina tga' # 
a 

©efct man afcer ben SBtnfel B'AB = /, fo ift: 

alfo: siny tg / = sin/? tg/F — sin a tga\ 

@$ ift nun: /» = * — (a+/)> 

folglich: 

siny tg/ =• sina(cosy tg/?'-- tga')-f cos asin ytg/?*, 
©ubftttuirt man nun: 

(3) cos y tg ß 1 — tg a' = sin y tg/?' tg 9), 
fo geljt bie gefunbene ©teietyung in bie folgenbe über: 

(4) cos(a — <p) = tgy' cot/?' cos <p, 
£>a alfo ber SBinfet q> aus ber ®teu$ung (3) belanut ift, fann 
man a unb folglich au$ ß beregnen. @$ ift alfo au<$ bie gefugte 
#5Ije x au$ (1) ober (2) gefunben. 

©tefelben gormeln (1) unb (2) toenbet man offenbar an, toenn 
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man aus ben Sßinfetn a, fi 9 ß unb /, bic in ben fünften A unb 
B' gemeffen finb, bie #ölje be$ 83erge$ beregnen miß. 

,4) @$ fei BE (gig. 41) bic £>orijenta(ebene bargefteUt bur<$ 
bie ftnegelnbe Oberfläd&e eine« @ee$. Sfaf bem Sturme ober SBerge 
BA, beffeit $ö^e =h gegeben ift, befinbet fic$ ein SBeobad&ter, ti>et$er 
bie XBolfe D, bie iljren Ort nur langfara beränbern mag, bireft 
in ber SRid&tung AD unb als ©ptegetbitb in ber föid&tung AC er* 
btidfc <S$ feß bie (Entfernung unb $$ty bon D Beregnet »erben, 
toenn man bie SßinM DAC = ß unb CAB = a gemeffen §at. 

2Rau fefce bie unbefannten ©röfjen DE = x, AD = y unb 
BE = z. 3ft FC eine Formate ber 8inie BE, fo ift nad& bem 9fe* 
flejtonSgefefee 83, FCA = FCD = a = CDE. (8$ ift nun: 

AC = -A_. 

cos« 

«u$ bem ©reieefe ACD folgt aber: 

nc — ACsin ß __ hsin/g 

~~" sin(/S+2a) ~" cosasin(/?+2a) 

gerner ergiebt fl# au« bem re^tfointttgen SDreiecle DCE: 

/i\ nn hsinb 

(1) x = DCcos« = . tgk , . - 

3lu* ^ACD erhält man ferner: 

CD sin 2a 
J sin/? 

2h sin a 



sin(ß + 2a) 
SDlc ©tredte BE = z enb(id& ift bie $ro|eftiott bon y auf bie #orU 
joutatebene, alfo: 

__ 2h sin a sin (<* + /?) 
Z ~~ sm(/?+2a) 
3ft bie (Entfernung ber fünfte E unb B fo groß, bag man toegen 
ber ffugelgeftalt ber (Srbe BE ni$t meljr aW gerabe 8inie, fonbern 
alt Kreisbogen betrauten muß (gig. 42), f o fefce man, »enn M ber 
SRtttetyunft ber (Srbe ift, ben ffiintet BME = q>. «ufcerbem fei 
ber Srbrabiu« ME = MB = r. SWan erhält aWbann, wenn man 
ben Sffiinfel MAC mit y bejeid&net, au* bem £)reie<fe AMC bie 
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ober: 


r 
sin os 


— s * na 
~~ siny ' 

_ (r+h)siny 

r 


2)a ferner 


ber SBinfel AMC = 
AC = 


ct — y ift, fo folgt 
r sin (a — y) 



siny 
Sin« bem ©reiedfe ACD ergiebt p$ weiter: 

rn — ACsin/? ___ r sin (et — y) sin/? 
~~ stn(/?4-2a)~~ sinysin(/? + 2c*)' 
gotgtic^ fatttt man an« bem Dretedfe MCD bie Seite MD = r + x 
ftnben, ba bie anbern ©etten mit bem eingefd&loffenen Sßinfel Be« 
fannt finb. gbenfo lägt fi$ y unb qp oljne ©d&tiriertgfeit be* 
fttmmen. 

5) gin ©c$iff, beffen 2Raft DC tft (gig.43), fegett mit einer 
befannten gleichförmigen ©efd&nnnbigfett Don D na# D'* SSon einem 
fünfte A an«, ber fi<$ in einer £>öfye AE == h über bem £orijonte 
beftnbet, erblirft man im SBaffer in ber föid&tung AB ba« ©Riegel* 
bttb ber SRaftftifce C nnb mtfct ben fflBinfet BAE = a. 3ft nad& 
SBerlanf einer beftimmten 3eit ba« ©d&iff in D' angelangt, fo er* 
blidft man ba« ©piegelbtlb ber ©pifee C in ber {Richtung AB' unb 
mijH toieber ben Sßinfet B'AE = a'. SBie l>oc$ ift ber 2Kaft 
be« @$iffe« CD = x nnb toie weit ift e« bom fünfte E 
entfernt? 

©inb F nnb F' bie ©piegelbitber ber 9Haftfotfecn, fo ift BC = BF 
nnb ffiinf et BCF = BFC = a. (Sbenf o ift SBinfel B'C'F' = C'F'B' = a. 
5Kan erhält atfo, toenn man bie belannte ©tredfe DD' = b fefet, 
an« bem ©reiedfe ÄFF' bie (Steigung: 

bcosa' 



AF = 



folglich : x -f h = AF cos a = 



sin (a' — a) ' 

bcosa'cosa 



sin(a' — a) 



. bcosa'cosa , 

nnb : x = . , , r — h, 

sin (a' — a) 

Da« Problem bleibt ganj baffetbe, toenn man bon ber ©pifee 
eine« t>on D naäf D' fegetnben ©d&iffe« in ben fünften C unb C 
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bic ©piegelbitber B unb B' einer SEfyurmftnfce A beobachtet unb bie 
SGBinfet a unb a' mißt ÜWan fann auf biefe SBeife, toenn bie #ö!je 
be« @#iff$raafte$ belannt tft, bie £ölje beö Sturme«, unb umgelegt, 
Beregnen. 35ie Aufgabe änbert fic$ ferner mc$t, toenn man biefel* 
Ben Seftimmungen auf bem ftiöfteljenben @c$iffe CD machen foflte. 
3Han »ürbe in biefem gatte bie ©tretfe CG Ijerabficigen, CG = b' 
beftimmen unb atebann in G ben Sßinfet a' meffen. <§« ift af$* 
bann b' = btga'. SDie Sluftöfung bleibt mithin btefetbe toie bie 
be$ obigen Problem*. 

6) £)ie ^ßotljenot'fd&e Stufgabe* <£« ftnb in bem ÜDreierfe 
ABC (gig. 44) bie Seiten a, b unb c unb bie ©infet a, ß unb y 
gegeben. äÄan lennt augerbem bie SBinlet <J, e unb £, toefd&e bie 
t>on bem fünfte D au« nac$ ben ©den be$ ©reieds gejogenen 8inien 
DA, DB unb DC mit einanber bitben. @$ foÜ aus benfelben bie 
Sage be$ fünfte« D beregnet »erben. 

(grfte «uflöfung. 3Han fefce ben SBinfel CAD = g>, CBD = t// 
unb bie ©trede CD = x. 

«u« ben ©reieden ACD unb BCD erhält man atäbann bie 
(Steigungen: 

(1) «+* = Ä _Z±!±£ = ff _ A 
*en« man jur «BUcgm« ^^ = M fefet. 
(2) X b 



sin q> sind 

unb: (3) -?— = -A-. 

v ' sint// sin« 

$)toibirt man (3) bur<$ (2), fo erhält man: 

sin q> ___ asind 
sini// "" bsine 

yiaäf einfachen Umformungen ergiebt ft<$ baraus, toenn man 

-^- = tgAfubftituirt: 

sint//-fsinqp __ 1 + tgA 
sint/z — siny ~ 1-— tgÄ' 
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ober: tg ^—^ = tgfi lg(\n-X). 

Sftadfobem man auf tiefe Sßeife ^T enttoidfelt $at, Beregnet man 

mit £>ütfe Don (1) bie SBinfel g> unb tp unb freftimmt bann an« 

(2) unb (3) ben 2Bert$ ber gefugten ©röße x. 

Breite «uftöf ung, <S$ feien E unb F bie SWittetyunfte ber 

bur# refo. CBD unb CAD gefegten Äreife, Styre Statten feien 

EC = r unb FC = r r 3fo§erbem feien SOSinlet CFE = y unb 

CEF =y l# SWan Ijat afobann na$ einer klannten gönnet: 

a _ b 

2r = — — unb: 2r A = -r—p 
sine l sind 

gerner tft ber ffiinlel CEH afe $after Sentritoinfel =n— e unb 
fomit ECH = e—fa (Stenfo ergiefct fld& FCA = <J — in. SKan 
Ijat alfo: 

(1) SB. y+y l =2«-(y+<J+«) 

tgl±2t 
ttnb: ( 2 ) I+£t = L_ 

<g$ fei nun r>r x , fo ba& man -*- = cosqp fefeen lann. gfiljrt 
man biefen £ütf$tt>infel y in (2) ein, fo erptt man: 



telü 

g 2 



ober: (3) igtzL = tgl+L ig^« # 

«u* (1) unb (3) laffen fi# nun bie ffiinfel y unb y 4 Beredt 
neu. gerner fielet bie ßentrate EF jur gemelnfd&afttt^ett ©eljne 
CD fenfred&t unb ^aftirt biefetbe, C« ift alfo: 

SB. DCE = £n;— y t 
unb : DCB = \n — y t — (« — ±t*) = tt — (y t + «)♦ 

6* ift batnit bie Stiftung ber ©eraben CD fceftimmt, auf melier 
ber *ßunft D liegen muß« ©eine (Sntfemung toon C ergiebt ft$ 
fty(iefj(i$ leidet bur$ bie @leic$ung: 
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OD = 2rsiny 1 = . J< - 
Jl sine 

3Me rein geometrifd&e Äufföfuttg be$ $roBtem$ bur<$ ffyntljettf($e 

(Sonftruftion bietet bur<$au$ feine ©etytoterigfeiten. 

7) Sie fcier fünfte A, B, C unb D (gig. 45) liegen in 
einer geroben Sinte, unb jtoar f oll AC = BD fein. SJon 
hgenb einem fünfte P au« Ijat man bie ffiinfet APC = a, 
CPD = y unb DPB = /J gemeffen* «ufcerbem lennt man 
bie ©trede CD = c. 3Bie groß ift atSbann DB = AC = x, 
ffiinfet PAC = y unb ffi. PBD = z? 

©efet man bie Entfernungen PD = v unb PC = u, fo erhält 
man au« ben Dreieden APC, CPB, BPD unb CPB bie ©teid&ungen: 

X u 



sina siny ' 

x-f-c 1 



sin(/J-f-y) ~~ sinz ' 

X __ V 

sin/? ~~ sinz 

X + C V 



(1) 

(2) 
(3) 

ttnb: (4) sin(a+y)""s!ny 

etiminirt man bur# SDibifion avß (1) unb (2) u, an* (3) unb (4) 

v, fo ergiefct fi<$: 

(5) x + c ' = sin(/g + y)siny 

^ ' x sina sinz 

«. ta\ x + c sin(a + y)sinz 

unb: „ (6) — ■ — = — \ ' v 

7 x sin/?smy 

5Dur<$ 2Rutttyttfation biefer Beiben ®(ei$ungen erhält man f$tteßli<$: 

(» + c)' = gin(a + y)8inQ> + y) 
x* sina sin/* ' 

ober, wenn man *(*+ti*Kjj+fi = r w . 
sina sin/? ' v 



x = ■ 



f-1 

(£« ift fomit x gefuuben. SBerüdftcfyttgt man, ba&: 
y + z = 7r--(a+/J4-y) 
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ift, fo fatm man au* (5) ober (6) leu$t biefe unbefannten ffiinlet 
unb bann and (1) unb (3) auä) u unb v beregnen. 

8) Die t>icr fünfte A, B, C nnb D (gtg.45) liegen 
auf einer geraben 8inie. 9Äan fennt bie ©treden AC=a, 
DB = b unb fyat aufcerbem t>on einem beliebigen fünfte 
P au« bie ffiinfel APC = a, CPD = y unb DPB = ß gemef * 
fen. ffiie grofc ift bie ©tretfe CD? 

9Ran fefce CD = x, PC = o, DP = v, ben SBinfet PAC = y 
unb PBD = z. 9Ran l>at na# biefen ^Begegnungen <m$ ben £)rei* 
eden CAP, BCP, BDP unb PÄD bie bier (Steigungen: 
au 



sina siny 

b + x u 



sin(/? + y) sinz 
b v 



sin ß sin z 

a + x 



(i) 

(2) 
(3) 

ttnb: (4 > S m(a + y) ~ siny 

2Mtty(icirt mon (1) mit (3) unb (2) mit (4) unb fefct bie 
Unten «Seiten ber refu(tirenben (Steigungen einanber glei<$, ba bie 
regten ©eiten berfetben fi&eremftimmen, fo ergiebt ftc$: 
/ i wn » absin(a + y)sin(Ä4-y) 

(a+x)(b+x) = — sLLß > 

ober: x' + (« + b)x + «b(l- sin ^t y)sin( /+^ ) = 0. 
K ■ ' » \ sin a smß / 

5Run ift aber: 

sin(a + y)sin(/?-|-y) = sin a sin /9 + siny sin(a-\-ß + y). 

3Me obige ©leid&ung nimmt fomit bie gorm an: 

x . +(a + b)x _ absin y sin(«-}^+y) = 
1 sin a sin ß ' 

ober: 

x = _ a + b + / (a + b)' Qb siny sin (g + ß + y) ^ 
2 1 4 ' sina sin/? 

©ubftituirt man fc$Uej$lic$: 

2 ,,/ab siny sin (a + ß + y) 



tea, — 2 /ab siny sin (« + , 
*^ a + b r * sina sin/? 
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fo erhält man: x = v ^ } — 2£_. 

9) Slitf ber geraten State A'D (gig. 46) Bctocgt ft<$ mit ber 
fonftanten ©efd&tmnbigfett g r ein ©ampftoagen na$ D, unb ein 
gtoeiter anf ber ©eraben AD mit ber fonftanten ©ef#ti)inbtgfett g 
nac$ bemfetben fünfte Ijin. 3H$ ftc$ bie beiben Sßagen in A nnb 
A r befanben, mag man bett SBinfel AA'D = a. Waty t ©efuuben 
befanben fie fi# in B nnb B' unb ber äöiniet BB'D n>ar = ß. 
Sine britte Beobachtung tt>urbe gemalt, als fid& bie SDBagen na# 
t ©efuuben in C unb C befanben. 35er 35Jinfe( CCD ergab ftety 
= y. 2öie groß ift bie Entfernung ber fünfte C unb C 
Dorn 1)ur<$fcJ)nitt$|>unfte D ber beiben 33aljuen unb toie 
groß ift ber Sßinfet, unter toetetyem fie fi<$ fd&neiben. 

<S« fei CD = x, DC = z unb ber Sßinfel CDC = y t 
2Ran l)at aisbann: 

BB' = EB'-EB = FB'-FB. 
©$ ergiebt fi<$ aber: 

sm(ß — a) sin (ß — et) 

„_, g'% sin y üo er sin (y 4- y) 

sin(y-/?) sm(y — /») 

©efet man biefe SBertfye oben ein, fo ertyäft man für y bie ©fei* 

d&ung: 

tsin(a-fy) __ Tsin(y + y) __ g f t sin a g'y sin y 

sin(ß—a) sin(y — /?) ~~gsin(/? — a) gsin(y— /»)' 

©efet mau bie befannten SluSbrüdfe: 

' tcosa rcosy 

. ta r —, — L 5 r- = rsina) 

sm(/? — a) sm(y — ß) y 

tsina irsiny 

unb: . ,~ x r—r — '—zr- = TCOSq> 9 

fo ergiebt ftd& au« ber gefunbenen ©tetd&ung naety einfachen Umfor* 

mungen: 

ff' 
cos(gp — y) == cosqp. 

© 

£>a alfo <p belannt ift, fo famt man ben SSBert^ bon y bered&neu. 
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<S« ift ferner: 

CC ,_ FC , FC _ ^9i"^-g^sin(/> + Y) 

sin(y-/J) 

9Kan erhält alfo au« bem «Dreiede DCC bie beiben (Steigungen: 
^__ TSiny(g'sin/?— gsin(/g + y)) 
sin y sin (y—ß) ' 

^ _ xsin(y + y) = rsin(y + y)(g'sin/?--gsin(/?+y)) 
siny siny sin(y — ß) 

SBetoegt jic$ nur ber $unft A, h>%enb ber 93eoba$tung«i>unft A' 
in töutye bleibt, fc fann man ebenfad« bur<$ SWeffung ber brei 2Bm* 
fei a, ß unb y bie Sage unb Stiftung ber ©alpt AD befummelt, 
©efet man in ben oben gefunbenen SRefultaten y r = o, fo erljätt 
man unmittelbar: 

x _ Tg siny cos (ß + g>) 
cosq>s\n(ß—y) 
tgcos(q> + y)cos(ß+<p) 
cos q> sin (y — /?) 

10) ©ie^anfen'fd^e aufgäbe. £>ie 85nge ber ©trerfe 
CD (gig. 47) fei befannt =a. gerner Ijat man bon ben 
fünften A unb C au« bie SBinfel DAC = a, CAB = ft 
ABD = y unb DBC = <J gemeffen. SBie grofc ift bie@trec!e 
AB = x? 

3Ran fefee AD=y, BC = z unb bie SBinfel ACD^y, 

BDC = tjj. 5Ra# biefen Sejeid&nungen erhält man au« ben £>reie<fen 

ACD unb ABD bie ®(eic$ungen: 

Y = « 
sin q> sin a 

y _ x 

unb: siny ""sinta + ^+y)' 

ober bur<$ ©ibifton: 

,« x . xsinasiny 

(1) Sin CD = 7—, 7-3-7 — r • 

v J y asm(a+ß + y) 
©anj analog erljMt man au« ben Dreietfen BDC unb CAB: 

x sin ß sind 

(2) s '"^= asin(/?+y + J) - 
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©toibirt man ferner (1) bur<$ (2), fo ergiebt p#: 
ft\ stoy _ sin a sin y sin (ff -f y + <?) 
^ ' sin^/ ~" sin ß sind sin (a + ß+y) 
«ufcerbem $at man für bie unbetannten ©intel q> unb ip noeb bie 
Delation: 

(4) <p+ip = ß+y. 
©efet man nun bie redete ©ette ber (Steigung (3) =tgA, fo er* 
fliebt fic$ let<$t, toenn man 1 abbirt unb fubtratyirt unb bie erl>al* 
tenen ©feic&ungen bur<$ einanber btoibirt: 

sin ti/ — sin q> u 

stnt// + singp 6V4 ' 

ober mit SBerüdfi^tigung ber ©leid&ung (4): 

*^ = tg^t g (i*-;i). 

Da man iefct bie ©umme unb SMffereng ber ©tufel q> unb V lennt, 
fo finb fie unmittelbar felbft unb mit tljnen bie gefugte ©röfce x 
ju beregnen» 

9Kan tann ba$ Problem auc$ no$ auf fotgenbem rein geome* 
triften ©ege t&fen, 

3ft CD bie gegebene ©tretfe =a, ©intet EDC = <J unb 
GCD = a, fo liegt ber gefugte <ßuntt B auf einem ftreife, ber bur$ 
C unb D ge$t unb bie ßinie EF tangirt. «uf einem anberen Äreife, 
ber ebenfalls burc$ C unb D geljt, aber bon GH berührt toirb, liegt 
ber $untt A. $ft ferner FDA' = A'BD = y, fo mu& A auf ber 
»erbinbung$ttnie fron BA' liegen, bamit ©Intel DBA = y fei 
2Rac$t man enbtidfr HCB' = ß, fo vm% aui$ B immer auf AB' He* 
gen, bamit CAB = ß fei. Seibe fünfte Hegen alfo auf A'B', ober 
AB ift bie gefugte ©tretfe. 

11) 3n einer (Sbene liegen bie fünf $untte A, B, C, 
D unb E (gig. 48)- 3Man tennt bie ©treden AB = a unb 
BC = b. gerner bat man bie ©inlel AEB = a, BEC = ß, 
ADB = a', BDCs/F unb EBD = y gemeffen. ©ie grofc ift 
bie ©treefe ED = z? 

©efet man BE = x, BD == y, ©, BAE = <p unb BCD = tp, 
fo erhält man gur SBeftimmung biefer t>ler unbetannten ©röfcen bie 
folgenben ©leic^ungen: 

6$etlfea4 Aufgaben. 1 1 
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x _ sinqp 
a sina ' 
J^_ sto£ 

x " sin(i// + /J'-/J-y)' 
y __ sini// 

_a___ sing' 

Unb: y "" sin(g> + a-a'-y) , 

©efct man jur «bfürjung /? — /? — y = d unb a— a'— y =* «, fo 
ftnbet man, tocnn man burc$ 9Mttytifation x unb y ettminirt: 
b _ sinysin/g 
a "~~ sina sin ty-f-d) 
a __ sinxps'ma 9 
ttttb: b ~" sin/? sin (? + «)' 

©ubftituirt man ferner: 

asin/J asinÄ* 

bsina r ' bsina' H9 

V/ + i(J = u unb: y+i« = v, 

fo geljen bie betben gefunbenen ®lei<$ungen in bie folgenben über: 

(1) sin (u + £d) = p sin (v — £«) 
unb : (2) sin (u — id) = q sin ( v + £«). 

£>ie ©umme unb ©iffereng biefer betben (Steigungen ergicbt: 

2 sin a cos \d = p sin (v — ±e) + q sin (v -f- |«) 
unb : 2 cosu sin tf = p sin (v — ±«) — q sin (v + ±«). 
SRufttytieirt man ferner bie Beiben ®(ei$ungeu burc$ refp. sin±d 
unb cosjd, fo folgt, menn man quabrtrt unb abbirt: 
sin d* = p f sin (v — ie) f + q* sin (v + £«)* 
— 2pq sin (v + ie) sin (v — |«) cos <J. 
baljer: 

2 sin d % = p* + q * — 2pq cos d cos * + 2pq cos d cos 2v 
— p* cos (2v — *) — q* cos (2v + «). 
Soft man in biefer (Steigung bie Älammern auf unb orbnet na$ 
cosv unb sinv, fo ergiebt fi<$, toenn man: 
(p*— q 2 )sinfl 



(P 9 + fl*) cos « — 2pq cos d 



= tgA 



fubftituirt: 
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v ' (p*— q')sinß 

©et fämmtli<$e ©röfctt ber regten Seite Befannt finb, fo fann 
man au« blcfct (Stellung ben ©infet v unb mit §fi(fe t>on (1) 
ober (2) au<$ u beregnen, @omtt finb junä<$ft g> unb t/> unb bar* 
au« bie übrigen Unbetannten gefunben, 3Dfc gefugte ©trede z er« 
giebt ftc^ f#liefjtic$ au« ber (Stellung: 

z* = x* + y* — 2xy cosy. 
12) 33or ber ©onnenfd&etbe, beren SÄittefyunft S (fjig, 49) 
*ft, gelje ber 9Ronb M Vorüber. (S« feien A, B unb C brei Serüfc 
rung«jmnfte, in toet$en bie 2Ronbfc$eibe ttcu^ Hjrem Eintritte unb 
vor unb na# iljrem 3tu«tritte ben ©onnenranb tangirt SSSie grog 
i(t ber töabtu« be«2Ronbe«, toenn man bie Sogen AB = a 
unb BC = /? lennt unb &orau«fefct, bat fi# ber 2Rtttel* 
punlt M in einer geraben Sinie bewegt fyabt? 

£>er gefugte SWonbrabiu« fei = x, ber gegebene ©onnenrabiu« 
= r. 3Jlan erhält at«bann au« bem ©reietfe SMM' bie (Steigung: 
r+x __ r— x 
cos Ja ~~" cos(ia+ß) ' 

ober : x (cos (Ja -f ß) + cos Ja) = r (cos Ja — cos (±a -f ß)) 
unb: xeos ■ ' r cos £0 = r sin \ß sin ' r 

folglich x = rtgi/Jtg^. 

3ft /? = 0, fo geljt ber üKonb bur# ben 2Wittefyunft ber ©onne 
unb a ift =re. 3n biefem gaBe nimmt x ben unbeftimmten Sßertlj 
r-o«oo an. 

Um bie Salju DD' be« fünfte« M ju beftimmen, fefce man ben 
ffiinfel SDF = g>, ?lu« bem fcreletfe SMD folgt aWbann: 

r — x 

sinqp = cosja, 

ober na<$ bem obigen SRefuttate: 

sin q> = (l - \gß tg ^t£) cos ja, 

11* 
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__ cos (ja + ß) cos ja 

cos±/»cos(^±£) 

Qfi alfo SFM ein rechter «Jinfet, fo ge^t ber SRonbmittelpwtft in 
einem Äbftanbe: 

gp _ r cos (ja + ß) cos ja 

cos^cos(^±£) 

am ©onnenmittetyunlte vorüber. 

13) <£* ift eine betannte (Srf Meinung, baß bem 93eoba$ter 
ba* £immel$geti>ötbe im 3enit$ n%r ju fein fd&eint, al* am #o* 
rijonte. Den ®runb berfelfcen Ijat man toaljrf($eintl<$ in ber inten* 
fiteren gärbung be« 3^nit^e^ ju fu^en, inbem man unter fibrtgen« 
gleiten Umftänben fteW geneigt ift, bem matter gefärbten Äörper 
eine größere (Entfernung jujufd&reiben als bem lebhafter gefärbten. 
Sir tooflen nun ber Ginfac^ett falber annehmen , baß ba$ fc^etn* 
bare #immei$getoölbe ABC (gig. 50) ein Äugetfegment barftette, 
beffen 5D?ittet^unft M unter ben Säßen be* »eobadfrter* E (legt« 

@$ !ann nun ber ffiinfel AMC ober bie «ngaljt ber ©rabe 
beregnet »erben, toet<$e ber Sogen AC unter biefer 33orau$fefcung 
faßt 9Hißt man nämlidfr bie $ö$e a, toelctye ein $unft D über 
bem £orijonte AC $aben mu$, bamtt er fd&einbar in ber 9Kittc 
jtoif<$en A unb B ftelje, fo ergiebt pc& uafyegu: 

a = 23°. 
©er SRabiu* MA fei ferner =1 unb «Btnfel AMD == DMB = x. 
«««bann folgt, toenn DF fenfredfrt gu BM fteljt: 

DF==sinx, FM = cosx unb: EM = cos2x, 
9Rit$iu : FE = cos x — cos 2x. 

FE 

ftußerbem Ijat man tga = -jrjp fo baß man jur ©eftimmung be* 

ffiinfel x bie ©feidfrung finbet: 

^ , ox . 
2 sin -5- sin £x 

2 sin 4 x cos ^x ' 





cosx- 


-cos2x 




sinx 

. 3x 
sin T 



cos Joe 



©eometrtföe uttb Mfifattföe SfofgaBett. 165 

©u&ftituirt matt no<$ £x = y, fo ergiefct futy, ba 
logtg23° = 9,6278519 ift: 
F = 9,6278519 + Iogcosy— logsin3y = 0. 
5Durc$ elnfad&e* 9to$fc$tagen bcr 8ogaritl>mentafeln finbet man fofort, 
bafc y jttrifd&en 8° 16' unb 8° 17' liegen mu&. 2Ran $at nun: 
für: y= 8° 16' unb für: y= 8° 17' 

3y = 24° 48' 3y = 24° 51' 

9,6278519 9,6278519 

log co s y = 9,9954639 log co s y = 9,9954455 

9,6233158 9,6232974 

logsin 3y = 9,6226824 log sin 3y = 9,6235016 

F = + 0,0006334 F = - 0,0002042. 

£>ie Sorreftion, toeltye man ju 8° 17' tyinjufügen muß, ift atfo na$ 
bem im grüneren ausführlich fceforod&enen 3(nterj>otatton«&erfatjren: 

"~ 8376 W ' 
= - 14",6. 
<S* ift bafcr: y= 8° 16' 45",4, 

ober: AMC = 8y = 66° 14' 3",2. 

. 14) @* foll an« ber ©triefe ber Sltiptit bte ©röf e 
ber (Srbjonen Beregnet »erben. 

2Wan lege burdfr bie (Srbpole N unb S eine Sfcene, to>elc$e ben 
als fugetförmtg toorauSgefefcten Srbförper in bem Äreife NBSA 
(gig. 51) ffyieibet DE unb GK feien bie 8imen, in n>el#en bie 
ebenen ber $olarfreife, unb FF' unb HH' bie 8inien, in toetd&en bie 
öfcenen ber ffienbefreife fcon iener ©d&nitte&ene getroffen »erben. 3ft 
attbann AMB ber «equator, f o ift befanntf id& «Bintel AMH'= NMD = a 
bie Schiefe ber (Slltytif. ©er Crbrabiu* fei = r. 

5Die ©Berflä$e ber ftugeljone FF'HH' ift na# biefen 8ejeid&- 
nungen : = 2nr 2FC = 4^* sin a, 

= Ksina, 
toenn man unter K bie gefammte OberftSd^e ber Äuget berftetyt. 
Qebe ber tatten 3o« c « hingegen ift: 
= 2rcrNJ, 

= 2rtr*(l — cosa) = 47rr f siivja 1 , 
= Ksinja*. 
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3cbc bcr gemäßigten 3 0tten *ft fetner: 

= 2m JL = 2*r(MJ - ML), 
= 27rr* (cos o — sin er), 
= 47rr* sin in sin (i*i — a), 
sin^i^-a) 

15) 2Wan fennt ben 8fingenunterf#ieb gtoeier ©täbte 
B unb C (gtg- 52) ober ben äßinfel BNC = a, bie Summe 
iljrer geograpljifd&en ©reiten NB + NC = s unb tljre <£nt* 
fernung *>on einanber ober BC = a. Unter meiner 93relte 
liegen bie beiben ©tfibte? 

<£$ fei NC = x unb NB = y. 

S$ ergiebt ft$ bann bie ®(ei$ung: 

cosa =. cosxcosy + sinxsiny cosa, 

= cos (x + y) + 2 sin x sin y cos ^a*, 

ober, ba x + y = s ift: 

cosa — coss 

2sinxsin(s— x) = -77-1 — 

v ' cos^or 

, ft N cosa — coss 

unb: cos(s-2x)-coss = — -^—^ — , 

fotgtiefy naä) einfad&en Umformungen: 

, ft v cosa — cos s sin i<x* 
cos(s— 2x) = r-s — - — , 

V J COS^tt" 

ober, foenn man coss sin^a* = sina cotgp fubftituirt: 

cos(s-2x)= 8in(< i p - a) t . 
v ' sin qp cos £cr 

SWit £fitfe ber beiben testen (Steigungen lägt fiety nun q> unb x, 

folgli^ audjj y ju beftimmen. 

16) SBon ben beiben ©täbten B unb C au* (ftig. 52) fei eine 
SSergfyifce ober irgenb ein 9Äeteor S fid&tbar. 9Ran fennt bie geo« 
gra^ifd^en ©reiten NB = b unb NC = c ber beiben ©täbte unb 
aufjerbem ben Unterfd&ieb iljrer geograptylfd&en Sängen 85. BNC. 
9Jtott mißt ferner in jebem ber beiben fünfte B unb C baß «ty- 
mutlj unb bie $%, unter »e(#em S erfd&elut. SS fei in B ba« 
«jimuty EBN'==a unb bie $ö$e ober ber «Binfet SBE = £ 
(Sbenfo fei im fünfte C ba« «jimut^ ECN' = y unb bie §ö$e 
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SCE = d. G$ folt bie Sage be* fünfte* S beftimmt 
»erben. 

SRan bettle fid^ ju biefem 3^ c * *>&* beobachtete SWeteor mit 
bem (Srbmittetyunfte M bur$ eine gerabe 8inte fcerbunben, toetd&e 
bie (Srboberflad&e in E treffen mag, fo bafc E ber $unft ift, in 
beffen 3enlf$ S erfd&eint @$ toirb mm bie gefteöte «ufgabe bößig 
getöft fein, toemt e* gelingt, bie geograj>§ifd&e 8änge unb ©reite 
biefeS fünfte* E unb au&erbem bie £Ölje ES = z $u befttmmen, 
in toelc&er [\$ S über ber (Srbe befinbet 

SWan beregne junäd&ft qvl$ bem Dreiedfe NBC mit £filfe ber 
gaufeifd&en fjormefa NBC = e, NCB = t] nnb ©eite BC = a. 

2Ran tennt atsbann in bem fyfyärtfdjen ©reiedfe BEC eine ©eite 
unb bie beiben anliegenben SBinfef, fo ba& fid^ bur# eine gang ana* 
toge SUuoenbung ber gau&ifd&en Formeln aud& bie Seiten BE unb 
EC beregnen taffen. Denft man fiety alfo ncd& ben SReribian NE 
gejogen, fo fann au« t^em f^ärifd^en ©retedfe NEC bie geogra^i* 
f$e ©reite NE unb ber Sängenunterfd&ieb ENC beftimmt »erben, 
g* ift fomit bie Sage be« fünfte* E böUig beftimmt 

Die ©tredfe SE = z enblidfr finbet fid& teid&t aud bem ebenen 
Dreiedfe SBM. ©ejeid&net man nämtid& ben (grbrablu* EM = BM 
mit r, fo erhält man, toenn man EB = f fefct: 

gm r cos ff 

cos(/? + £) 

®anj ebenfo (ann man SM aM bem ebenen Dreiedfe SMC be* 
rennen* ©efet man EC = £*, fo erhält man alfo bie ©ebingung«* 
gleidbung: 

(D cos(/g + g) = cos(<? + ?) 

* ' cos/? cosd 

3Kit #ülfe biefer {Relation Hege fi<$ am$, wenn man nur bie 
geograpljifd&en ©reiten ber ©tSbte B unb C fennt, Hjr 8ängenun* 
terfd&ieb befttmmen, <E6 ergiebt fi$ nämlidfr au« ben ©reiedfen NBE 
unb NCE nod& fotgenbe Delation jtoifctyen £ unb £: 

cosb cost— sin b sin £ cosa = cosc cos £ — sine sinJ? cosy. ' 
3Ran fubftituire um biefe ©tetd&ungen aufjuUfen: 

cosb = rcosA 
unb : sin b cos a = r sin A. 
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Sbenfo fefce man: 

cosc ^tfcosl 1 
unb : sin c cos y = r' sin X f . 

Die jtoette ©tetd^ung nimmt aläbann bic gorm an: 
(2) rcog(C + l) = r l coi(P + X'). 
©efct man fetner in ben beiben fo erhaltenen ®Iei#ungen (1) unb (2): 

1 = X ~ ß «nb: * = *-* 

fo nehmen fie bie fotgenbe gorm an: 

cos/9 

cosu = ^- cos v. 

coso ' 

r 1 

cos (u + ^) = — cos (v + d). 

SRactybem man au« biefen beiben ©teid&ungen u elimimrt $at, 
ergiebt fi<$ eine quabratifd&e ©(eicfyung, mit beren pfiffe man v, 
alfo au<$ £ unb ? berechnen fann. »u« ben belben ©reietfen NBE 
unb NCE fann man fomtt au$ ben äßinfef BNC ober bie Sängen* 
bifferenj ber fünfte B unb C beftimmen. 3)a« 3?ntereffe biefer 
SWetljobe, bie Sänge ju beftimmeh, beftetyt toorjügtidfr barin, baß fie 
otyne irgenb eine 3eitbeftimmung burctygeffiljrt »erben tarnt, ©inb 
B unb C jtoei SBerge, beren #öl?e man lennt, unb bon benen au« 
ber tiefer Uegenbe $untt S »abgenommen »erben tarnt, fo tagt 
fi$ S auf gang äljnftdjje ffieife beftimmen. 

17) Der ßrei« ZNZ' (gig.53) fei ber 9Keribian irgenb eine« 
Orte« M, HO fei bie ®($nitt(inie be« SWeribian« mit bem $ori* 
äonte, Z ba« 3enit$, Z f ber SRabir, AQ ber Äquator, N ber SKorb* 
)>ot unb S ber ©fibpot be« #immet«. 3San foll au« ber De* 
Hination AE eine« ©terne« E = <J ; ben $ö$en beffelben 
FG = h unb F'G' = h' unb ber 3ettbifferenj 2A, toetc$e 
jtoifd^en ben ^Beobachtungen be« ©terne« in F unb F' 
»erfloffen ift, bie geograptyifc&e »reite ON = $> unb bie 
Sage be« ©fibpunfte« H finben. 

<£« fei ber ©tunbenfctntet ANF = % unb ANF' = r*, 2Ban 
erhält al«bann: 

(1) ^=JL 
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gemer ergiebt ft$ au$ bem fotyärifd&en Dreiecfe ZNF, ba 
NF = **-<* tft: 

(2) sin h = sin q> sin d + cos g> cos 3 cos t 
unb ebenfo au$ bcm ©reiede ZNF': 

(3) sin h' = sin <p sin <J -|~ cos <p cos <J cos t*. 

SWan $at alfo aus ben ©teid&ungen (1), (2) unb (3) bie ©rößen 

g>, t unb r' ju befttmmen. 

@$ folgt juttäc^ft bur# ©ubtraftion ber ©leid&ungen (2) unb 

(3), toenn man no$ (1) berütffid&tigt: 

. h' — h h' + h .... *' + * 

sin — s — cos —^ — = cos q> cos o sin X sin — g— 

unb bur# «bbitton berfelben ©tetd&ungcn: 

h'-h . h' + h . . . . J + t 

cos — - — sin — ^ — = sin q> sin o + cos q> cos o cos — 5 — cos A, 
2^ ** 

©ubfiituirt man nun: 

sinqp = cosjicosv, 

t+t' 
cos g> cos T^ = coSjm sin v 

unb : cos g> sin jT = sin^, 

eine ©ubftitution, bie immer erlaubt ift, ba jebe ber brei ©teid&utt' 

gen eine unmittelbare fjolgc ber beiben anbern ift, unb fefet man 

analog: 

sind = cos m cos n, 

cosä cosA = cosm sinn, 

cos 8 sin X = sinm, 

fo gelten bie Beiben obigen ©feid&ungen in bie fotgenben.über: 

. h'-h h' + h 
sin — - — cos —5 — = sinm sm^ 

h'-b . h'+h , , 

unb : cos —= — sin — ^— = cos m cos p cos (y — n), 

fo baß ft<$ au* ber erften ©tetd&ung p unb an* ber feiten v er- 
giebt $at man aber y. unb v gefunben, fo ergeben ft<$ au« ben 

obigen ©ubftitutionen unmittelbar bie ©erttye bon 9 unb -^ — 
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Da aber and) — g— befannt ift, fo fann man t unb bamit bie 

Sage be$ ÜÄeribtane* befrtmmen. Damit bie ©eobad&tung$fel>(er 
einen mögltdfrft geringen Stnflufc $aben, ma#t man cos<J mäglityft 
groß. 9Wan n>irb baljer am gtoedfmäßigfteu einen ©tern in ber $äl>e 
be$ «equator beobachten, gerner muß auety sinm mögttdfrfi grofc 
werben, atfo * ungefähr 90° fein. Die 3eit atoifd&en ben beiben 
^Beobachtungen wirb atfo naljeju fe$$ ©tunben betragen muffe«. 

18) ©onnenftedfen, SRotationSaje unb töotationSjeit 
ber ©onne. 

Die ©onnenfd&tibe leuchtet in ber 9?egel nid&t in einem gleich 
mäßigen 8tc$te, fonbern jeigt meifienS meljr ober minber aaljtreidjje, 
f<$arf begrenjte gledfe, bie fi<$ mit einer unverkennbaren 9?egetmii* 
gigfeit auf ifyrer ©berftöd&e IjUtbefoegen. 3ft Ee (gig. 54a) bie 
©d^nittttnie ber ©onnenfd&eibe mit ber Sbene ber ßfltytif, fo be* 
fd&reiben am Anfang December fämmttid&e gteefen efai ©Aftern $a> 
ratteter ßinien FG bon ber ©flbfeite ber (Sfttytif naä) ber SRorbfeite 
fyin, toäljrenb im Anfang be$ 3uni bie gtedfen fid& in parallelen 
©eraben F'G' bewegen, n>etc$e bon Sorben nad) ©üben Ijerabftei* 
gen. 3n ben ^ttnfd&enaetten finb bie 33aljnen ber gtedfen etttytifcty 
gefrümmt unb jtoar naety bem SWorbpote ber ©fttytif Ijin am ftarf* 
ften im anfange be$ 9Kärj unb nad) bem ©fibpote am ftörlften am 
anfange be$ ©eptember. 

Diefe (Srfd^einung erflärt fiefy am natfirtid&ften bur<$ bie «n* 
naljme, baß bie ©onne um eine 2tje rottrt, wetd&e jur Sbette ber 
(Sfttytif eine getoiffe Neigung Ijat. Die gtedfen fetbft betrautet man 
als Oeffnungen, bie in ber 8icfytatmof})l)äre ber ©onne entfielen 
unb toel<$e an jene? Dotation ebenfo S£§eit nehmen, wie bie SBotfen 
ber ßrbatmofpljäre an ber Dotation be« @rbf5rper& 

5Wan fann nun au« ber SSemegung ber einjelnen gfedfen bie 
SRtd&tung ber SftotationSafe ber ©onne unb auferbem iljre 9tota* 
tionägeit beftimmeu. 

Um junäd^ft bie Sage ehte$ ©onnenftedfenä fljiren ju Wnnen, 
nehmen toir at$ gunbamentalebene ber Sourbinaten bie öbene ber 
(SHiptif an, biefelbe fd&neibet bie fctyeinbare ©onnenfd&eibe, toie fic 
auf bem #immet$getoölbe projicirt erfctyetnt, im Durd&meffer AOB 
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($ig. 54b), berfetbe fei bic «je bcr x. Sitte burc$ ben SRittetyunft 

normal jur eiltyti! gelegte ©bene fd&neibet bie ©onnenfäeibe in 

OY, ber «je ber y. Oft alSbann F ein gtedfen, beffen ^Option 

beftimmt werben fofl, fo fann man mit $fitfe eine« paraßaftifd&en 

Onftrumente* bie betben ßoorbinaten OG = x unb GF = y befttm* 

men. 8fo$ bem red&ttoinKtgen fpljärtfd&en ©retedfe OGF ergiebt fi$ 

ortbann au$ Sogen OF = v unb SBhrfel FOY = q>. äu$ biefen 

Soorbinaten tootten totr |efct bie Sänge unb ©reite be$ Siedfen« auf 

ber ©onnentugel beftimmen unb fomlt bie SBetoegung be« gleden« auf 

ben SWittetyunft ber ©onne bejtefcn. Oft biefer ÜRtttetyunft S 

i (gig. 54) uub ift T ber 33eoba#tung«ort auf ber (Srbe, fo fann 

i man ben ©infel u finben, toetd&er jum ©ogen OF al« gentritoinfet 

j gehört. Oft nämtiety ber ©onnenljatbmeffer SF = r, bie Entfernung 

t be« ©onnenmittefyunfte« bon ber Srbe = <J unb ber SSinfet 

k OTF = v, fo ergiebt fidfr au$ bem ebenen fcreiedfe SFT bie 

f fywtg: 

rsin(u+v) = <Jsinv. 



ß 

i «u« biefer ©teid&ung folgt u ober ber SSogen OF. ©er belannte 

■ t ffiinfel FOY ift bann bie jtoeite ffioorbinate be« gierten«, «u« bem 

I redfrttmnlligen fol?ärif<$en ©reiedfe FGO ergeben fidfr bann föttetfid} 

t bie SBogen OG unb GF, b. §. bie toatyre geograpfyifd&e »reite unb 

, Sänge be« Siedend auf ber ©onnenfugel. 9Kan $at nämlidfr: 

tgGO = tgusinqp 

I nnb: tgGF = tgucotgp, 

t fo bag bie Sänge unb ©reite eine« ©onuenfleden«, in SBejie^ung 

t auf bie (EKiptit al« ©runbebene, t>om ©onnemnittefyunfte au« ööüig 

k beftimmt ift. 
I Sßieberljolt man nun in ntd&t ju Meinen Onterbatten biefe 33e* 

ftimmungen noety jtoeimal, fo fennt man auf bem fugeiförmig ange* 

j nommenen ©onnenförper brei Stellungen, toelcfye ber gierten nad& 

{ einanber eingenommen fyat. SRan I)at aöerbing« babei ben ©infel 

GSO infofern gu forrigiren, al« fi# bie <8rbe in ber (Sfttytif fort* 

^ betoegt Ijat, fo baß ber Sföittetyunft ber ©onnenfctyeibe ein an* 

t berer geworben ift. Diefe Sorreftion ergiebt ftety aber unmittelbar 

I au« ber 3eit, toeldfre jtoifd&en ben einjelnen ^Beobachtungen berflof* 

I fen ift. 
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35urc$ bie brei Stellungen be« gierten« täfet fidfr nun immer 
ein ffrei« legen, beffen fotyärifdfrer SWtttetyuntt ber $e( ber 
©onne ift. 

®<mi biefetben Setrad&tungen mürben gelten, toenn man auf 
ber (Srbe mit einem SEfceobottten ba« «jimuty unb bie £ötye eine« 
©tern« in brei berfd&tebenen Sagen beobachtet ^ätte unb oljne £fllfe 
ber U$r bie Sage be* ©eltyot«, alfo bie geogra^tfd&e »reite be« 
Orte«, bie ffieltgegenben u. f. to, beftimmen tooflte. Um biefe, tote 
bie oben gegebene Aufgabe j« löfen , ]>at man nur burdfr brei be* 
lannte fünfte einer Äuget einen ffrei« ju legen unb beffen $ol P 
aufjufinben. 

C« feien (gig, 54c) F, F' unb F" brei fünfte, toetd&e ber 
gtedfen auf ber @onne nad& einanber einnimmt 3fyre befannten 
«bfdffen feien refo. a, a', a", iljre Orbinaten h, h' unb h". Die 
(Soorbinaten be« gefugten $o(e« P feien A unb H. 3ft eubtidfr 
Y ber $ol ber ©fttyttf, fo Ijat man na<$ biefen SBejei^nungen: 

PY = 90°-H, 

FY = 90°-h, F'Y = 90°-h' unb: F"Y==90°-h". 

Den SRabiu« be« »reife« um P, alfo bie Sogen PF, PF' unb PF" 
»offen toir = r fefeen* 

<5« ergiebt fldfr bann tu* ben foftiriföen ©retedfen PYF, PYF' 
unb PYF" ba« f olgenbe ®(eid&ung«foftem mit ben Unbefannten r, A 
unb H: 

(1) cos r = sin h sin H + cos h cos H cos (A — a), 

(2) cos r = sin h f sin H -\- cos h' cos H cos (A — a'), 

(3) cos r = sin h" sin H + cos h" cos H cos ( A — a"). 

©ubtraljirt man, um biefe ®teic$ungen aufjutBfen, (2) bon (1), 
fo ergiebt fldfr, toenn man bie borfommenben ©ifferenjen in ?ro* 
bufte bertoanbelt: 

n o • ti • h ~ h ' h + h ' 
ss 2sinH sin — ^ — cos ' ■ 

+ cosH{coshcos(A — a) — cosh' cos(A — a% 

@efct man in bem legten ©liebe biefer ®fci#ung, um überall bie« 
fetben Kombinationen bon b unb h' gu $aben, ibenttfdfr: 
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unb: h' 



u _ h+h' , h — h* 
ft ~ 2 + 2 
h + h' h-h' 



2 2 * 



fo finbet matt, toentt matt no$ bie erhaltenen ffiertfye oon cosh 

unb cosh' auf (oft ; 

n . „ . h-h' h + h' 
= 2sinH sin — 5 — cos — £ — 

+cosH cos(A— a) {cosJ(h+h f ) cos^ (h— h')~ sini(h+h') sin^(h— h')} 
-•cosHcos(A—a'){cosi(h+h')cosJ(h---h')+sinKh--h')sin|(h+h')} 

£>ie beibett legten ©lieber biefer ©tetd^ung bereinigen fi$ ju fol* 
genben: 

cosH cos i(h + h') cos £(h — h') {cos (A — a) — cos (A — a')} 
— cos H sin i(h + h') sin £(h — h') {cos (A — a) + cos (A — a') j, 
ober: 

2cosH cosi(h + h') cosi(h - h') sin (a - ^^-) sin*(a - a') 

-2cosH sin±(h + h') sin^h-h') cos(a - ^±^) cos±(a- a'). 

@efct man biefen SBertl? in bie obige ©feic$ung ein unb bibibtrt äu- 
gten* mit 2cosHsin±(h-~h')cos|(h + h'), fo folgt: 

= tgH + cot|(h— h')sini(a-a')sin(A — |(a + a')) 
— tg*(h + h')cos|(a — a')cos(A~-*(a + a')). 

, @efet man in biefen ®leic$ungen no$ bie belannten ©rßßen: 
sin i (a — a') cot|(h — h') = d sin X 
unb: cosi(a — a f )tg|(h + h') = dcosA, 

fo erhält man: 

tgH==dcos(A--?-ti f + A), 

ober, »enn man i(a + a')— X = v fubftitutrt: 
(10 tgH = dcos(A-*). 
«u« ber »erbinbung ber ©teityungen (1) unb (3), unb (2) unb (8) 
ftnbet man ganj analog: 



^ 
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(2 f ) tgH = d'cos(A-i>0 
unb: (3') tgH == d''cos(A-v"). 

«u* (1') unb (2') erhält man nun unmittelbar bur<$ Elimination 
bon igH: 

dcos(A — y)~ d'cos(A — •) = 0. 

Um biefe ®(ei$ung möglich elegant aufjulöfen, fubftituire man lie- 
ber ibentlfö: 

v-\-v' , v — v* 

imb: , = rfc*!_'-«' 



2 2 

$l($bann ergtebt fic$, toenn man bie cosinus auf (oft: 

(d — dOcosjA-i^+i'OJcos-^^^ 
+ (d + d0iin(A-^)iin^ = O f 

ober: tg{A--|(*+*0} = ^^ cot — f 21 ' 

d' 
©ubftituirt man no$ -j = tgf , fo ift: 

d ~ d ' * /i ^ 

fo bag man fölieglicfc ereilt: 

tg{A-|(v+y)} = tgU7r-öcoti( y '- y ). 

«u$ biefer (Steigung folgt unmittelbar A, ba$ »jirautlj be$ $ole« 
P. 8u$ einer ber Oteid&ungen (10, (20 ober (30 finbet man 
aWbann au<$ H, fo bag ber gefugte $ot bööig beftimmt ift 

£>ie foeben ausgeführte Sluftöfung ber ®tei#ungen (1), (2) 
unb (3) berbanfen toir ®aufa 

9ta$bem nun au# r gefunben ift, tann man leidet beftimmen, 
tote biet ®rabe ber SBogen FF' faßt. £at man aber mit £ülfe 
einer genau geljenben Uljr bie 3eit befttmmt, toeld^e ber gtecJen ge* 
brauet, um bon F na# ¥' ju fommen, fo fatm man offenbar oljne 
SRitye bie gange SRotationfyeit beftimmen. Sei ben ©onueufleden, 
bie meiften* auger ber rotirenben Söetoegung no$ eine anbere $a* 
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Ben, ift biefe ©eftimmung au$ einer Beobachtung ntd^t mit atter 
©tctyerljeit gn machen unb etft bur$ 3ufawmenfteflung mehrerer 
SBeobad&tungen toirb man im ©taube fein, einen Ijtntängticty flttyern 
2Wittefa>ertl> aufgufinben. SWan l>at auf biefe 2Beife ate bie toatyre 
{RotationSgeit ber ©oune einen 3ettraum öon ungefähr 27 Sagen 
gefunben. 

19) Die brei fünfte ber (Srbe D, C unb E (gtg. 65) liegen 
auf einem größten Äretfe. 9Kan mu§ in ber SSerlängerung bon ME 
um bie ©trede EA = a emporfteigen, toenn man ben $unft C er* 
bliden teil Um aber D fetyen gu Wunen, muß man no# um bie 
©trede AB $S$er tynauffteigen, <£* fei EB = b. 2Bie groß ift 
ber töabtu« ber ßugel MC = r unb ber ©infel CME = x, 
»enn ber ffiinlet DMC = a gegeben ift? 

2Ran erhält nac$ ben eingeführten SBegei^nungen au« ben bei* 
ben redfrttpinfltgen Dreieden ACM unb BDM fofort bie ©(ei^ungen: 

W C0SX = 7T^ 

(2) cos(a + x) = 7 i- F , 

au« benen x unb r gu flnben finb* ©efct man nun — = z, fo er* 

giebt fic$: 

1 
cosx = 



1 + az 
unb: cos a cos x— sin a sin x = • 



1+bz ' 
ober, toeun man cosx etiminirt: 

cosa sina/2az + aV __ 1 

1 + az 1 + az ~~ 1 + bz ' 

atfo: 
sina f (l+az) t (l + bz)» = (l + az) f ~2cosa(l+az)(l + bz) 
+ (l + bi)\ 
3Han finbet atfo z als Gurgel einer ®leic$ung feierten ©rabe«. 
Um inbeffen r unb x bequemer numerifdfr beregnen gu fönnen, löft 
man bie ®tei$ungen na<$ ber fotgeuben 2Wetljobe auf» 
«u$ (1) erhält man; 
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r(l — cosx) 

a = -* - 

cosx 

«nbm>«(2): b= r(l-cos(g+x)) 

' cos(a-f x) 

SDtoibirt man btc beiben ©teid&ungen bur<$ einanber, fo f otflt : 

a _ sin |x* cos (<*+*) 

b "" . /a + x\* 

•ml — |— ) cosx 

«u$ biefer (Steigung ift bann x artnäljewb gu beregnen, 
»eif phl <S« fei a = £, b = 1 unb a = 48' 31". 
£>ie auf jutöfenbe (Steigung nimmt bann ble fotgenbe gorm an : 

sin ( a ^ j cos x = 2 sin £x f cos (a -f x), 
ober: sin( a 3" X ) (cos tx* — sin ix 1 ) 

= ,„K(-(^)'-»(!±i)), 

folglich, toettn man |x = y fuSftituirt: 

sin^a-fyj^cosy*— siny , + 2siny*) = 2siny*cos(|o + y)*, 
ober : tg (Ja + y) = 1/2" sin y. 

«(fo: F = 0,1505150 -flogsiny- logtg(*a + y) = 0. 

(Sin btofje« 9to$f flogen bei gogarttljinentafefa ergtebt, bafj y 
jtotftym 58' 30" unb 58' 40" liegt. SRan ftabet: 
für: y = 58'30" unb für. y = 58'40" 

y + 40 = 1° 22' 45",5, y + i« = 1° 22' 55",5, 

0,1505150 0,1505150 

log si ny = 8,2308610 log si ny = 8,2320965 

8,3813760 8,3826115 

Iogtg(*« + y) = 8,3816216 logtgq«+ y) = 8,3824956 

F = — 0,0002456 F = 0,0001 159. 

«lue biefen beiben 9Bertb.en ergiebt ftd^ na$ beut bekannten $n« 
terpofotion«berfatyren al« Correftton, bie jn 58' 30" Ijtaaujufßgen ift: 
24560» _ 
3615 -°' <y > 

ober: y = 58' 36",79. 
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«ußerbem crgtctt fid): 

4r + 2 = — !-t, 
smy*' 

folglich toenn man ben für y gefunbenen ffiertlj fubftituirt: 

r = 859,578^ 

SDie Aufgabe tt>irb f eiteriger, fobalb btc fünfte E. C unb D 

ntdjt meljr auf einem größten ffreife liegen (gig. 56), <£$ fei in 

biefem galle ber Sogen CD = c unb baS «jimut^ CED = a. _ft 

toieber AE = a unb AB = b, bejeietynet man ferner ben Sogen 

EC mit x unb ED mit y, fo folgt aus bem fpljärtfc^en ©reietfe 

CED: 

(3) cos c = cos x cos y + sin x sin y cos a. 

gemer folgt aus ben red&ttotnfligen ©reieefen ACM unb BDM: 

(4) cosx = — ; — 
v y r + a 



unb: (5) cosy — ^---. 

eiiminirt man mit £üffe »on (4) unb. (5) au« (3) bie Sßinfel x 
unb y, fo ergiebt fid? für r bie ©teietyung feierten ©rabeS: 

r COS OL ______________________ 

ober: (r+a^r+bj'cosc*— 2r*(r-f a)(r + b)cosc + r 4 
= (2ar +■ a f ) (2br + b f ) cos a\ 

©elf fiel. CS fei toieber a = £, b = l, ferner « = 43° 17' 
unb c = l° 53' Äff 9 . 

SäJir fefcen bie gegebenen SBertlje in bie ©teic^ung (6) ein, 
unb fd)reiben, ba c fetyr flein tft, mithin bie SRectynung mit cosc 
fe^r ungenau »erben toürbe, cosc = 1 — 2sinic t . SRan erhält 
bemna($ : 

1 g ain . c »- 2r, + cosa/(4r + l)(2r + l) 
l--sin 2 c _ (2r + 1)0 + 1) ' 

ober- (Ti oin lc« - 3r + l-^(4r+ l)(2r + l)cos« 
ober. (1) sin*c _____ 

£>a eö nun fd)toer tft, au« biefer ©teidjung ju fe1jen,.jtt>if<$en 
»el$en ©renjen r liegt;, fo »enben toir, um junä<$ft einen angenä* 

Styetltia^ flufgatm. 12 
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Herten SBertlj biefer ©röfce gu ermatten, bie fotgenbe äRetyobe an. 

©a a im 93er^ä(tnig JU o gtemltc^ grofc ift, fo muffen bie 

fünfte C unb D nalje bei E liegen unb fomit x unb y jtemlt$ 

Hein, hingegen r fetyr groß fein, ©ubftituirt man nun — = z, fo 

ergiebt ft# au« (6): ' 

z(a + b + abz - 2/S cos a (l + ^)*(l + ^)*) 

2sin|c t = -r-: — x/i . . x 

(l+az)(l + bz) 

©a aber z ein feljr Heiner ©ruc$ ift, fo fann man atle ^otenjen 

dou ber jtoetten an toernad&Wffigen. @S ergiebt ft$ alfo nur: 

2sin£c* = z(a + b — 2/ab cosa), 

- a + b — 2 /ab cos a 
ober: r = ^t^ — r~i • 

3n unferem gaöe erhält man atfo: 

_^ 1,5 — 2 yU5 cos et 
~~~ 2sin£c* 

©efet man enbtt<$ bie gegebenen Sßertlje ein, fo ergiebt fi<$: 

r = 860,8. 
9to$bem toir nun einen angenäherten ©erttj für r ermatten $a* 
ben, beregnen toir biefe ®röße nac$ (7) genau. £u M*f«n 3*** 
fefcen toir: 

3r+l-y(4r + l)(2r+l)cosa _ Z 

(2r + l)(2r + 2) ~ N V ' 

unb : log — log sin \ c* = F. 

1) r = 860,8 
2r = 1721,6 
3r = 2582,4 
4r = 3443,2 
log 3444,2 = 3,5370884 
lo g 1722,6 = 3,2361844 
6,7732728:2 
3,3866364 
l og cos « = 9,8621148 
3,2487512 
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num. 1773,173 
3r+ 1 = 2583,4 



Z= 810,227 

log 1722,6 = 3,2361844 
lo g 1723,6 = 3,2364365 
log N = 6,4726209 
l og Z = 2,9086067 
log = 6,4359858 -10 
log si njc» =6,4366190-10 
F = - 0,0006232. 

©3 tft otfo ju Kein. 25a nun N in Söejie^ung auf r »on 
einem Ijöljeren ©rabe at« Z tft, fo toirb bur# bie Annahme eine« 
Heineren r größer werben. 25aljer fefcen tt>ir »erfu$6u)eife: 

r= 858,8 

2t = 1717,6 

3r = 2576,4 

4r = 3435,2 

log 3436,2 = 3,5360784 

lo g 1718,6 = 3,2351748 

6,7712532:2 
3,3856266 
l og cos a = 9,8621148 
3,2477414 

num. 1769,055 
8 r + l = 2577,4 
Z= 808,345 

log 1718,6 = 3,2351748 

l og 1719,6 = 3,2354274 

log N = 6,4706022 

l og Z = 2,9075968 

log = 6,4369946 — 10 

log si n je* = 6,4366190 — 10 

F = 0,0003757. 

3nterpottrt man au« tiefen beiben Serben na$ ber fefamt* 
tat SWetyobe einen neuen ©ertty für r, fo ift (gig. 21); 

12* 
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OA = 858,8, AB =2, AC = 3756, BD = -6232 

olfo: r = 859,552. 

Wt §fllfe btefe« neuen r Berechne man n»n toieber bie ©töjje F: 
2) r= 859,552 
2r = 1719,104 
3r = 2578,656 
4r = 3438,208 
log 3439,208 = 3,5364584 
l og 1720,104 = 3,2355547 
6,7720131:2 
3,3860065 
lo gcosa = 9,8621148 
3,2481213 

nun». 1770,603 

3 r+ 1 = 2579,656 

Z= 809,053 

log 1720,104 = 3,2355547 

log 1721,104 = 3,2358071 
log N = 6,4713618 
l og Z = 2,9079770 
log = 6,4366152 -10 
logsin je* = 6,4366190 — 10 



F = — 0,0000038. 

3Kon tnterpotirt f#ttejjli$ g»tf<$en biefem äBertlj öon r unb 
r = 858,8. (58 tft bemnadf»: 

OB = 859,552, AB = 0,752, AC = 3756, BD = 38 
unb: B L = 2^§ = o,007, 

folgte : r = 859,544. 
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$ftttfte* StapiUl. 

Aufgaben au« ber 9fte<$atttf unb ?^fii 

1) $)ie Mannten ©trafen AD = b (gig. 57) unb AB = a 
fielen fenlred&t gu einanber. SScn B au« betoegt fi# mit ber fon* 
ftanten ®ef<$ti>inbigfett g ein $unlt in ber 8ttc$tung AB. 3u ber* 
felben 3eit geljt Don D mit ber Mannten @ef($n>inbig!elt y ein 
anberer Ä5rj>er an», beffen 33al)n ebenfaß« eine gerabe ginie ift. 
8Bel#e 9H<$tung muß ber <ßunft D einklagen, bamit er 
mit bem fünfte, ber fiety auf AC beioegft, jufammentrifft? 

©efe^t, bie belegten fünfte treffen fi$ in C. 93ejei$net man 
al«bann bie ^Inja^i ber ©efunben, meiere bt« gum 3ufammenftof;e 
erfolgen mit x, fo ift BC = gx, DC = yx unb e« ergiebt fi<$ an* 
bem üDreiede ADC jur SSeftimmung bon x bie ©leic^ung: 

xy-(a+xg)* = b f , 

ober, ftenn man bie quabrattfd&e ©leietyung auftöft: 



„_ «g±yVg , + (a' + b')(r t -g') 

gür ba« 3 u f ammcntre ff en * tt c 8^* ber aBerti} bon x, toet<$er 
bem pofitiben ©urjeljetc&en entfrrictyt. ©er jtoeite negatibe ffiertlj 
entfrrityt einem 3ufammenftoße, ber ljätte ©tatt finben fönnen, elje 
bie beiben fünfte in B unb D anlangten. 

2) <$« fei FAC (gig. 57) ein red&ter aßtnlet, AB = a, 
AD = b unb DG, ber töabiu« eine« Greife« um D, = c. 33on B an» 
geljt toieberum ein tynnlt mit ber belannten ©efd&ttinbigfeit g in 
ber föid&tung BC au«, tofiljrenb in berf elften 3^ tf# *to «Iberer 
$unft mit ber belannten ©efötotnbtgleit y bon F au« junä^ft an 
ber ^ertyljerte be« ffretfe« fyin unb bann in tangentialer {Richtung 
GC fortbewegt ©ie muß fic$ blefer jtoette *ßun!t betoegen, 
bamit er mit bem erften gufammentreffe? 

Die Beiben fünfte mögen in C naäf S3erfouf bon x ©efanben 
jufammenfioßen, fo baß BC = gx ift. 3ft ferner bie 3eit, to>etc$e 
ber $unlt F gebraust, um bon G na$ C ju gelangen = y, fo ift 



\ 
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bie Sänge be« Sogen« FG=y(x — y). 90?an fyat alfo, toenn 
FDG = <p gefefct toirb: 

(1) cqp = y(x-y). 
3ti>eiten$ ergiebt fid^ au« ben red&ttointtigeu Dreietfeu DGC 
unb DAC: 

(2) c > + yY = b» + (i+gx)\ 
gerner Ijat man: 

tgADC = ^t^ unb: tgGDC = ^L 
<S« ift aber: 

«+g* j yy 

» g (ADC + CDG) = < ( a + 8x) C yy --'g* 
1 bc 

Wa(}A4 /qx » byy + ac + cgx 

folglich: (3) tff9P- y(a + gx)y _ bc - 

?to$ (1), (2) unb (3) iaffen fi$ nun bic ©rößen x unb y 
eliminiren, fo bag man eine (Steigung finbet, toettye nur no# bic 
unbefannte ©röge q> enthält 3Da biefetbe aber feljr fontylidrt toirb, 
»oflen toir nur einen befonbern gatt Betrauten, in toeltyem c = 1, 
a = unb b = toirb. Die fünfte A unb B faflen atfo in bem 
SKittetyunft be$ ffreife« D jufammen, ©efct man noc$ yy = z, fo 
geljen bic brei obigen (Steigungen in bie folgenben über: 

(1') <p=yx-Z, 

(2') g 2 x f = l+z 2 
unb: (3') cotqp = z f 

©eftt man ben SQBcrt^ bon z an« (3') in (1') unb (2') ein unb eli* 
minirt jtmfc$en ben beiben fo entfteljenbeu (Steigungen x, fo folgt: 

y 

ober : (4 f ) <p sin q> + cos q> = -£■ , 

eine tran«fcenbente ©teic&ung, bie nur bur$ SRäljerung aufgetBft 
toerben fann. 

<S* fei J. 93- y = 15' unb g = ltf, 2Ran $at atfo bie Stei- 
gung: 

(5) g> sin g> + cos qp = 1,5 
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aufjutöfen. @$ ge^t junäd^ft avß ber Stufgate unmittelbar Ijerbor, 
ber bon F auägeljenbe $unft ben ffrei* berlaffen muß, bebor ber 
A au$ge!)enbe ben 9tabiu$ 1 burd&faufen fyat. <£$ muß atfo 
arcy<l,5 ober gp<86° fein. ©efct man j. ». g> = 70°, fo ift 
arcg> = 1,2217. ©ubftitutrt matt btefe Sertye in bic ©tei^ung 
(5), fo ift: 

cos gp + qp sinqp = 1,490. 
©er 2Bert$ $p = 70° ift atfo na^eju richtig, ©efet man atfo : 
A = 70° unb: <p = X + d l9 

fo tann bie ©orrettion d t nur ein feljr Heiner ©infet fein, fo baß 
man na^e^u: 

siixJj = d t unb: cos^ = 1 

annehmen fann. 9Wan Ijat aber bie ©teitymg: 

cos(Ä + d 1 ) + (>L + <Ji)sin(X + d 1 ) = l,5, 
ober: cos X + Äsin X -f d t X cos X = 1,5, 

totnn man ba« ©Heb mit d] bentati&täffigt £)arau$ folgt: 
A — - 1>5 — (cos X -j- A sin A) 
1 ~~ AcosA 

©ubftttuirt man atfo X = 70°, fo erhält man 3 t = 1° 22'. 

(Et ift atfo 71° 22' ein angenäherter Sßertt bon <p. ©ubfti* 
tuiren »ir biefe @r8ße afö neuen 3Bertl) bon X in bie obige ©tei* 
dfrung, fo ergtebt fi$ eine mnt ßorreftion: 

Ö t = V 43», 
fo baß man ein neue«: 

X==71°23' 43» 
erljätt. ©efet man biefe ©röfce nod) einmal ein, fo fotgt als britte 
ßorreltion: 

<J 5 = —2^,93. 
69 ergiebt fi$ atfo fötießtty: 

q> = 71° 23' 40",07. 

3) ÜRan lennt bie Mabien AE = r (gig. 58) unb BF = q 
ber beiben Greife nm A unb B , außerbem ifyre Sentrate AB = r. 
23on ben fünften C unb D aus, bie fo liegen, baß bie 
ffitnfet CAB unb DBA rechte ftnb, betoegen fi# in entge* 
gengefefctem ©tnne auf ben beiben Äreifen jtoet fünfte 
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mit ben^ötnfeljjefd&toinbtgfeiten a unb ß. Sann ift tljre 

gegenf e ittge Entfernung ein Minimum? 

@$ mögen na$ t ©efunben bie beiben fünfte in G unb K an* 

gelangt fein. Dann ift SB. GAE = \n — at nnb KBF = \n— ßt. 

@inb alfo GG' unb KK' 80% ju AB, fo erhält man: 
AG' = r sin (at), GG' = r cos (at), 

BK' = q sin 0») unb: KK' = q cos (ßl). 

S$ ift fomit: 

KL = a — r sin (at) — q sin (ßl) 

unb : LG = r cos (at) — q cos (ßl), 

ober naety bem <ßtytljagoräifc§ett Seljrfafee: 

GK* = r* + q* + a* — 2tq cos (a + /?) t — 2ar sin (at) — 2ap sin (ßt). 

£)iefer 8lu$bru<f foK nun ein SWinimum »erben. 93etra<$tet alfo 

nur ben Don t abhängigen £ljeil beffelben, fo ergiebt ftc$ leidet, ba§ 

gu biefem 3toedfe nur: 

— cos (a -f ß) l H — s * n al H — s > n ^ 

feine ausgezeichneten 2BertI)e anjune^men brauet. ©egeicijttet man no$ 

— mit a', — mit q' unb — mit r', fo fefet man folglich na# ber 
aß ■ 

befannten SKetljobe: 

a f cos (a + ß) l + q* sin at + r' sin ßt 

glei<$ bem entfored&enben StuSbrude mit t r ©iöibtrt matt bie fo 

erhaltene ®lei$ung mit t— l t unb fefet atSbann t = t t , fo er* 

fyätt man: 

(1) e'acosat + r'/Jcos/ft = a'(a + /?)sin(a + /?)t, 

eine ©leid&ung, bie nur in fpecicüen gälten allgemein aufgelöft mx* 
ben fann. 

S3en>egen fi<$ bie beiben fünfte in bemfelben Sinne, fo totrb 
man auf biefelben ©leid&ungen geführt, wenn man nur ber 6on* 
ftanten ß einen negativen 2BertIj beilegt. 

Stemmen toir in einem befonberen gaöe an, baß a=ß ift, ober 
baß bie beiben fünfte eine gleite aßinfefgefctytoinbigfeit Ijaben, fo 
gefyt bie ®leic$ung (1) in bie folgenbe über: 

cos at (q 9 -{- r' — 4a' sin at) = 0. 
<£$ mn% alfo entoeber: 
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cos at = ober : q' + r* — 4a' sin ctf = fein* 
3to$ ber (enteren ©teid&ung ergiebt fiety aber: 

sin at = v , * 
4r^ 

SBenn mm, tote in ber gigur angenommen tourbe, bie ffreife aufcer* 

Ijalb einanber liegen, fo ift a>r+p, fotgti<$: 

a(r + g) (r + g)' 2 + _L,JL. 

golglic^ fann a ^ ^ ni#t sinat fein. (5$ bleibt alfa nnr bie 

fetbftberftänbli$e 9fof(öfung übrig: 

cos at = ober : at = (2k + 1) \h> 

alfo: t = -^(2k + l). 

3n biefer gormel, n>ef<$e unenbticfy üiele ffiertlje öon t liefert, tt>ett&e 
abtoed&felnb einem 3Ra$tmum unb 9Rinimum entfprectyen, bebeutet k 
jebe pofiti&e ober negatibe, ganje £aty. 

3?ft in einem anbern gaüe ß = 2a, fo erhält (1) bie fotgenbe 

©eftatt: 

ö . . 2a ~ m 3a . 4 

— cosat ^ cos 2at = — sin3at, 

q ' r a 

ober, toenn man femer annimmt, bafe q = £r fei, unb man 

at = xfefct: 

2 3 

— (cosx -1- cos2x) = — sin3x, 
r v • / a 

4 3x , 3 . 9 
— cos -?r cos£x = — sin 3x, 
r 2 a 

4 . 6 . 3x 

_cosix = — siny 

<S$ fei nun — = 4. £)ie betrachtete @(eic$ung nimmt bann bie 

8 

foigenbe fjorm an: 

(2) cos£x = 6sinfx. 
$>a ber größte Sßertl), tarieren cos£x ermatten fann, $}<$* 
ften* =1 ift, fo ift sinfx $ö<$ften$ i, alfo *x = 3° 11' 40". 
©efct man biefen Sßertlj nod) einmal in bie ®(ei$ung (2) ein, fo 
folgt: 
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icos3° 11' 40" = sinfx 
unb barau*: |x = 9° 34' 44",47, 

folglich: ix = 3° 11' 34",82, 

ober: at = 6°23' 9",64. 

@3 gtebt nun no$ einen jtoeiten SBintel, toetc^er bev ©(eic^ung 
sinfx = | genfigt Derfelbe ift ungefähr: 

= 58° = y. 
6$ fei nun genau: ^x = y + d,, 

toenn man unter d t eine Meine, nod& unbefannte ßorreftion berfteljt. 
2»an tyat fomit: 

cos(<y + d t ) = 68m(3y+3d t ), 
ober, »enn man bie fftammern auf f oft, sin^ = d t unb cosd, = 1 
fett: 

x _ cosy — 6sin3y 
1 ~~* siny + 18cos3y 
<S« ift siny toenig t>erf Rieben öon 1, cos3y naljeju =—1, unb 
bie Sorreltionen, tt>eld^e im Verlaufe ber SRed&nung ju y Jjtnjugefügt 
»erben, änbern bie$ ©röfcenberljättntß nur unmerfli#. 5Kan lann 
alfo: 

siny + 18cos3y = —17 

r . r , . 9 6sin3y— cosy ,. 
fcfcen, fo bafc: d, = ^ L totrb, 

3ft nun y = 58°, fo erhält man: 

6sin3y = 0,6272 
unb: cosy = 0,5299, 

fo baß: ^=0,0051 = 19' ift 

g$ toirb alfo y = 58° 19' ein angenäherter SBertlj bon £x fein. 
SBered&net man mit feiner £ütfe eine »eitere ßorreftion d t , fo er* 
Ult man, ba: 

6 sin 174° 57' = 0,52815 
unb: cos58° 19' = 0,52522 ift, 

d t = 0,000172 = 35". 
6« ergießt ft<$ alfo: y = 58° 19' 35". SBered&net man enblidfr mit 
#ülfe biefeS 2Sert!je$ nod^ eine lefete Sorreftion <J 8 , fo finbet man: 

6 sin 174° 58' 45" = 0,5251078 
unb: cos58° 19' 35" = 0,5250797, 
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fo bafe: <J 8 = 0,00000165 = 0",34 ift. 

SRon $at atfo: ix = 58° 19' 35'',34. 

4) 60 fei EDGH(gt8.59) eine Bei D red&ttoinfige SU* 
larbtafet. $n toeld&er fRi^tung AB mufc bom fünfte A 
eitt Satt ausgeben, bamit er, toenn er bott DE unb EH 
refleftirt toirb, naefy A jurüdfefyre? 

<£$ fei AD = a, DE = b, © # HED = a unb AED = ß, ger* 
ner fefce man 2B. ABD = ©. CBE = x. 

9ia<$ biefen SBejei^nungen erhält man: 

SB. BCE = ACH = n - (a + x), 

ACB = 2(x + a) — TT 
unb alf o : CAB = n — 2a. 

SÄan finbet alfo au« bem ©reiede ABC, ba AB = -A- ift: 
11 sinx ' 

BC= asln2 ° 



sinxsin2(x + a) 
golgtidb ergieBt fi$ aus z/BCE: 



BE= aC0Sa 



sinx cos (x + «) 
a 



«ußerbem ift: DB = t x 



a acosa 



SWan Ijat ba^er: b = r- 7 — ; — r- 

* tgx sinxcos(x+a) 

Diefe Oteid&ung nimmt, toenn man bie Kenner fortföafft, fetd&t 

bie fotgenbe ©eftatt an: 

atgx-f-b — btgatgx-f atga = 0, 

c ^ * b 4- atga 

ober: tgx = r-r — — , 

6 btga — a' 

e* ift aber y = tg/J, alfo: 

1 + tgatg/? t/ AN 



3(R«n erhält fotgtt^: 



x = -J -(«-,?), 
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ober, ba ADB = \n tft: 

835. DAB = a — ß. 

Wlit £ülfe biefe« SRefultate« fann atfo bcr $unft B bnrdfr eine einfache 
geometrifd&e Sonftruftion gefunben »erben. (Sbenfo tft C leicht gu 
fonftrutren. 8u« bem gefunbenen Sßertl} bon x folgt nämti#: 

atfo: SB. FAC = /S, 

toenn AF ba« befannte, bon A auf EH gefällte 8ot& ift* 

5) @« feien bie ©eiten unb SBinfel einer beliebigen fünfedß* 
gen Sißarbtafet ABCDE (ftig.60) befannt; unb gtoar fei AB = a, 
BC = b, CD = c, DE = d unb EA = e. SDie SBinfel ber Stafel 
mögen bur<$ bie entfpre<$enben SBud&ftaben an iljren Sdfen begegnet 
toerben. 95on toeld&em fünfte A' ber Seite AB ans unb 
unter toeldfrem Sßinfel BA'B' = a mufe ein Sali geftogen 
merben, bamit er, na$bem er öon allen fünf ©eiten re* 
fleftirt ift, nad& bemfelben fünfte A' unter bemfelbett 
SBtnfel a gurüdfeljre unb atfo forttoäljrenb biefelbc 
©aljn bef<$reibe? 

$)a« günfed A'B'C'D'E' fei bie 93aljn be« Saue«. Die 9fe* 
ffejion«toin!el bei A', B', C, D' unb E' mögen burdfr refr. a, ß, 
y, 8 unb e bqeicfynet werben. £)ana<$ ergeben fid& au« ben fänf 
35reiedfen A'BB', B'CC u. f. n>. für bie unbefannten SBinfet bie fot* 
genben ©leic^ungen: 

,a + /?+B = rc, 

\ß+y + C = 7t, 

'(1) ly + d+D = n 9 

U-f-a + A = 7r. 

«bbirt man biefelben, fo ergiebt fi$, toenn man berüdffid&tigt, bafe 
A + B + C + D + E = 3w ift: 

©ubtraljirt man bon biefer (Steigung bie ©umme Je jtoeier ®let* 
jungen au« (1), fo folgt: 
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a=C+E— n, 

y = B-|-E — n 9 

«=B+D— n. 

<§$ finb fomit bie verlangten äBinfet gefnnben. 

Um nun gtoeiten* bie Sage ber fünfte A' ju befümmen, fefee 
man A'B = u, B'C = v, CD = x> D'E = y unb E'A*= z. SWan 
erhält atebann aus benfetten fünf SDreieden A'BB', B'CC u. \. to.|: 
bsin/?— • vsin/J = usina, 

— csiny + xsiny = — vsin/?, 
dsind— ysind = xsiny, 

— esinc + zsinc = — ysind, 
asina — usina = zsin«. 

£>ur$ Abbitten biefer ©teietyungen ergicBt fic$: 

__ asing-j-bsin/?— csiny + dsind— esinc 
2 sin« 

$)ur<$ bie ©röße fcon u ift aber bie Sage bon A' unjtoeibeutig 
befiimmt unb baljer bie gefteDte Aufgabe fcoflfommen gelöft. ©le 
gälte, in benen überhaupt leine Söfung möglich ift, ergeben ftety un* 
mittettar au* ber gorm be$ testen SRefultateS. 

6) (5$ fei ABC (gtg. 61) ein fcertifaler £)ur<$f<$nitt bur# 
jtoei in einer ^orijontalen Sinie fi# föneibenbe fd&iefe ebenen* Auf 
benfetten bepnbe ft# bie gtei^fßrmige fetytoere Äette AB-f BC, beren 
Sänge unbefannt ift, im ®tei<$getoic$te. SOlan fennt ferner bie Snt* 
femung be$ @$n>et|>unfte$ S ber Äette fcom fünfte B = r unb 
bie SBinfel a unb ß, toeld&e BS mit refp. BD unb BC bittet 335 ie 
gro§ finb Steile ber Äette BA unb BC? 

©inb D unb E bie 2Kittefyunfte ton BA unb BC, alfo au# 
bie ©ctytoertmnfte ber entfpre<$enben ÄettentljeUe, fo mujj S au* 
auf ber SJerbinbungStinie bon DE Hegen. @efet man nun DB = x, 
BE = y, DS = u, SE = v, 833. BDS = g>, fo erhält man, ba fty 
bie Äette im @leic$gen>ic$te befinben foü: 

1) ux = vy. 
Serner ergeben ft<$ au« z/BDS, BES unb DBE bie ©teic$ungen: 



1 



u 


= 


r 


sin et 


sin g> 


V 


= 


r 


sin/9 


sin?// 


X 




y 
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(2) 
(3) 
unb: (4) . , _ . 

Stimintrt man alfo au« (4) mit £fi(fe t>on (1) x unb y unb 
barauf mit #ütfe Don (2) unb (3) no$ u unb v, fo t>erf<$toinbet 
au« ber refuttirenben ®tei#ung au$ r unb man finbet: 

smxfj r sin/? * ' 
ober na$ befannten Umformungen: 

ba q>+tp = n~~ (a + ß) ift. £at man nun mit pfiffe biefer ®fei* 

<$ung y unb V beregnet, fo folgt fofort: 

x _rsin0a + 2) 

sing> 

rsin(/?4-i//) 

unb: y = r ; r - 

sint// 

£)ie Sänge ber Äette unb iljre Sage tft fomit bößig beftimmt 

7) (Sine £)ampfmafc$ine ^ebt mit f ©Reffet ober l^V ßubtf* 

fug flogen eine Saft bon 70000000 englifd&en $funbeu um einen 

gufc engtif$ in bie £ölje, SBiebiet Aorten finb erforberttdfr, 

um eine ägtyptifd&e ^tyramibe auf jubauen, b. % um iebeu 

Stein berfetben bon feiner &ertifaten ^ßrojeftion au* in 

feine ©teile ju Ijeben? 

9Jton benle p$ bie $8Ije h ber ^ramibe in n unenbtt$ biete 

gleite unb unenbti<$ Heine Steile gerfd^nittett, beren ieber alfo eine 

Sänge = — Ijat, Segt man bur<$ bie einjetnen £ljeityunfte (Sbe* 

neu, toetd&e ber 33afi$ parallel finb, fo toirb bie ^ramibe in un* 
enbli<$ biete ®c$i<$ten jerlegt, toet($e man tljrer berfd&toinbenb flet* 
neu $ölje Ijatber als red&toinftige ^araßelepi^eba betrauten fann, 
<jft nun b f bie ©runbfläd&e ber betrachteten ^tyramibe unb g 
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bie ©töfce be« Duetfd&nitte«, ti>et($et, bon bet ©ptfee au« gejagt, 
butety ben mten 2$eityunft gelegt ift, fo tyat man fcelanntli$: 

b f m f 

<£« ift atfo ba« SBolumen bet jtoiföen g unb beut Häuften Quet* 
f dritte tiegenben $tytamibenf($i$t: 

b'm* h c mVh 

ober: = — ;—♦ 



n" n 

3ft atfo s ba« ©etoid&t ber eufcifeinljeit be« SKatettaf«, au« toeld^em 
bic ^tytamibe gebaut ift, fo ift ba« ©etoid&t bet befrachtete« @$i($t: 

©ebtaud&t man batyet p $funb Äoljten um eine Saft bon einem 
^funbe einen 0ug ljo$ ju §eben, fo finb, um bie obige Saft gu 

iljtet £8§e h ju et^eben: 

pm'b'hs /. mh\ _ pb'h's / a m'\ 
n 5 \ n / ~~ n* \ n / 

$funb Aorten etfotbetti<$, @efet man nun in bem tefcten »u«* 
btude na<$ einanbet füt m bie ganjen Balten bon 1 bi« n ein unb 
fummitt bie gefunbenen äßettlje, fo finbet man ba« ©efammtge* 
n>ic$t bet Aorten , toetefce gum 93au bet *ßtytamibe etfotbetttcfc ftnb. 
DaffelBe ift atfo: 



s pbVi K n + 1 )( 2n + 1 ) _ ("+ 1 ) > 



6n« 4n» 



^Hwi^HÄ-wi- 



9ttmmt man atfo n unenbti$ groß an, fo etgiebt ft<$ f^tiegtid^: 

Ipb'h's 

at« ©efammtgetoidfrt bet etfotbettid^en Äoljten, 5Da« @en>ic$t P bet 
ganjen ^fytamibe aber ift = ib*hs, mithin ba« ®etoic$t bet bet* 
brausten Aorten: 

= iPhp, 
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@$ beftnbet ftty nun ber ©cfyperpunft ber <ßtyramibe in einer 
$5l)e = ih über iljrer 33aji«, fo baß ebenfo Diel flogen erf orber* 
tt<$ ift, um bic ganje 2Raffe ber ^fyramibe bi* ju tyrem ©#tt>er* 
jmnfte ju ergeben, 

Dlefe* SRefuttat läßt pc$ auc$ auf Äörper anberer gönn er* 
toeitern. 

8) Sluf einer graben Sinie befluben ftdfr fünf fcoUfommen efo* 
ftiföe Äugeln A, B, C, D nnb E (gig. 62). Die 3»affen ber Äugeln 
A = m unb E = i* finb gegeben. @$ betoege fid^ A mit einer ge* 
gebenen ©efd&toinbigteit g in ber 9M<$tung na$ B I)in, fo bajj jebe 
Äugel na# einanber auf bie fotgenbe geftogen ttnrb. ©ie muffen 
bie 9Kaffen x, y, z oon B, C unb D i^timmt »erben, ba* 
mit bie ber testen Äuget E erteilte @ef<$totnbigfeit ein 
SKayimum fei? 

Sflaä) ben in ber Seljre bom ©to&e (oergl. @c$effbadfc 9Ke($anif 
©.51) enttoidelten gormein, beioegt fi$, wenn A unb B mit ber 

©efötoinbigfeit c jufammentreffen, B mit ber @ef<$toinbigfett " . c 

toeiter. 

2Rit berfelben ftößt nun B auf C. <S$ toirb baljer biefer $unft 
eine ©efötoinbigTeit annehmen: 

4cmx 

~~ (m+x)(x + y) ' 
3n golge be$ ©toße« ton C erhält ferner D eine ©efdfannbigfeit: 

___ 8cmxy 

~(m+x)(x + y)(y+z) 

unb enbli$ totrb E eine ©efd&toinbigfeit M annehmen, toelc^e bur$ 
bie ®lei<$ung gegeben ift: 

M 16cmxyz 

M -(m + x)(x + y)(y + z)(z+/u) - 

<B* foö nun M ein 9Wajcimum toerben, Da biefe ©rßge aber 
bon brei ganj unabhängig Deränberlityen ©rößen x, y unb z ab* 
Ijfingig ift, fo betrauten toir na# ber belannten SWetljobe guerft x 
allein att beränberttcfc unb y unb z at$ lonftant 2Wan fefee atfo: 

16cmx t yz 16cmxyz 

(m + x 1 )(x 1 + y)(z + y)(z+ /W )~ ( ra + x)(x + y)(y + z)(z + j u) ' 
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(m + »,)(x i + Y)_ (ro + x)(x + y) 



ober: 

X, X 

£>arau« folgt leidet : 

myfr, — x) 



x, —x 



9 



ober, toenn man mit x,— x Ijebt unb x t =x fefct: 

(1) x^my. 

®anj analog ergeben fi$, toenn man nad) einanber y unb z 
al* einjlge 33er8nberlic$e betrautet, no$ bie betben (Steigungen: 

(2) y» = xz 
unb: (3) z'=juy. 

2lu$ (1), (2) unb (3) finb nun x, y unb z gu beftfmmem 
£)ur# 2Mttptifation ber gefunbenen ©leid&ungen folgt fofort: 

xz = mji, 

alfo au« (2): y = y^, 

4 4 

folglich : x = /m 8 ^ unb: z = Ymfi*, 

fo ba& bie SWaffen ber fünf Äugeln folgenbe ftnb: 

4 4 4 4 4 

Ym\ Ym*p, /mV, ifay* 1 , Yfi\ 
©aß aber ber gefunbene eine au$gesei<$nete ©ertlj ber unbe- 
lannten ©rößen in ber £(jat einem 3JJa$imum entfyric^t, ergiebt 
ftd) unmittelbar, toenn man bie ©renjfäfle betrautet, in treiben bie 
SWaffen ber mittleren Äugeln entioeber unenbli# grofc ober unenbli<$ 
Kein finb. 

9) «uf einer geraben 8inie (ftig. 63) befinben ft$ fteben ma* 
terlcüe fünfte A, B, C, M, C, B' unb A', bereu beibe äufierfte, 
A unb A', feft finb, unb toelcfce alle biefetbe SWaffe befifcen. @ie 
flogen einanber fämmtltcty mit einer Äraft ab, toet^e umgelegt pro* 
portional iljrer gegenfettigen Entfernung ift 3n toetd^er Sage 
werben fi<$ bie fünfte im ®tei<$getot<$te befinben? 

<£« ift sunäc^ft Kar, bafc im Satte ber JRufc ber $un!t H fty 
genau in ber SKitte bon AA' befinben mu|, unb baß bie anberen 
fünfte fic$ fornmetrifö ju biefem fünfte aufpetten toerben. <£$ fei 
alfo MC = MC = x unb MB = MB' = y. gerner fefce man bie 
©trede MA' = MA = 1 unb bie Äraft, mit toeld&er fi$ stoet «tome 
in ber Sntfernung 1 abfto&en, ebenfalte — 1, 

@$eflfcai$ Aufgaben. 13 
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Damit nun ber $untt C in 9tu$e Mette, tnu g bie atgctratfc^e ® umme 
ber Stttyutfe, bie er &on ben anbeten fünften erhält, =0 fein. SSon 

11 1 

M erhält er aber einen ©to& = — , Don C = 5-, &on B f = 



&on A r = 1 , u. f. tt>., fo baß man bie ©(ei^ung erhält: 
111 1 1 1 



x 2x ' y + x 1-fx y — x 1— x 
©benfo erßtebt fid^ für bie »uljefage be« fünfte* B bie (Steigung: 



y— x ^ y T y + x ^ 2y 1 + y 1 — y 

bereinigt man bie ©Heber biefev Betben (Steigungen paartoei«, fo 
neunten bie (enteren leicht bie fotgenbe gorm an: 



4 1-x' ' y« 

unb: (2) 4- = T - £-5. - -5^-v 

w 4 l— y y — x* 

©ubftitnirt «tan in beiben ©tet#ungen y = xv, fo folgt an« (1) : 

, 7 -llx« 

@efct man biefen SSJertb, in (2) ein, fo ergiebt fiefc, für x* bie qua« 
bratiföe @lei<$ung: 

9-21x* (ß-7x*)x* _ 3-7x« 

28 - 44x x (3 - llx») (1 - x«) 4(1 - x») ' 
3(1 -x») _ 15x'-3 
01>w: 7- llx* ~ 3- llx* ' 



» < <•* i/ 15 + 2l 

$o(gh<$: x = y— =^ 



15 + 2/15 



£>a aber bie ©teietynngen (1) unb (2) in S^ieljung auf x unfe 
y fammetrifa) finb, fo erljäft man jur SBeftimmung ber jtoeiten Un- 
befangen y biefelbe quabratifcb, e ©leicb, ung, atfo au<$ biefetben Sßertlje. 
68 ift aber na<fc, ber «nnab,me y > x. ©omit folgt: 

_ 1 / l5-2/l5 . 1 /l5+2y'15 
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10) £)a$ unter ber vorigen 9htmmer Bezauberte *ßroBlem tagt 
ft<# no$ unter ber 83orau$fefcung auf quabratifd&e ©(eid&ungen ju* 
rücffüljren, bafj nur bie SRaffen ber gteid^toeit bon M aBftetyenben 
fünfte biefetBen ftnb. ©efefct bie fünfte A unb A' entwerten a, B 
unb B', ß, C unb C, y «tome, toäljrenb toir bie ÜKaffe bon M = 1 
fefeen tooßen. 

Unter biefer SJorauSfefeung erhält mai , toenn im UeBrigen bie 
33ejei#nuugen ber borigen Kummer Beibehalten »erben, jur Seftfm* 
mung bon x unb y bie ©fefctyungen: 

JL + JL + _£_ + _? £ ?_ = o 

x ' 2x ' y+x M- x y— x 1— x 

ober na$ Umformungen, bie ben oBigen ganj analog finb: 

m 2 +y - ax * i fo 2 

w 4 ~l-x* "^y^x 1 
unb. (2) -^-——--r—p. 

©uBftituirt man toieberum y = vx, fo folgt au« (1): 

4ß+2+y-x*{4(a+ß) + 2 + y} 
~ 2 + y-x , (4a+2 + y) 

®efct man biefen Sffiertlj in (2) ein, fo ergieBt fi<$ eine qua* 
bratiföe (Steigung, wß toetd^er fi$ x Beregnen lägt. #at man 
aBer x gefunben, fo ift au$ y = xv Belannt. 

11) Stuf einer geraben Sinie (gig. 63) Beflnben fic$ fünf ma* 
teriefle fünfte A, C, M, C f unb A', toett&e fämmtfi# gleite 3Raf* 
fen IjaBen unb beren Beibe äu|erfie A unb A f unBetoegti<$ finb. $n 
ti>et<$er Sage toerben ft# bie fünf fünfte im (Sjtetdfrge* 
teilte Befinben, borauägefefct, ba& fie fi<$ fämmttu$ mit 
einer Äraft aBfto&en, rottet umgefeljrt proportional 
bem Duabrate i^rer gegenfeitigen ßntfernung ift? 

& muß im 0atte be« ©letc&getoid&t* MA = MA' = 1 unb 
MC = MC = x fein. ü»an erhält atfo, jle^e 5Rr. 9, jur ©cftim- 
mung ber ©röfce x fofort bie @fetc$ung: 

13* 
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1,1,1 1 . 5 4x 



i« T 4i' T (1 + x)* "~ (1 -*)* 4x» ~~ (1— x«)» » 

©efct man otfo x = -p, fo ergiebt jto}, toxnn man robicirt: 

•5_ y 

4 ~y 4 -l' 
folglub: y«-yÄ2-l=0. 

Um biefe ©(«icbung für tote (ogarit$mif$e 9te$nung geeigneter ju 
machen, (ringe man fle in bie folgenbe gönn: 

(y , +i)(y , -i) = y/P. 

©Hbftituirt man jefct y = cot 9, fo ergie&t fu$: 
cos 29) cosy ,0-5 

— : 7- = — : Y öj* , 

sutq>* sing) 
ober : cos 2g> = sin g>* sin 2q> ^0,8 , 

f 0(9(14» : cot2g> = sin 9* /0,8 , 

tg2qt> sin £>* = y 1,25, 
ober, toenn man bie Logarithmen ber betben Seiten nimmt: 
logtg2g> + 21ogsiny— 0,0484560 = F =0. 
<S« ergieot ft$ auß einem einfachen 9la#f<$tagen ber Sogarity* 
mentafet, bafj 9» jtoifd&en 36° unb 37° Hegen muf. ÜRan flnbet 
nun: 
(1) gfir q> = 36°: (2) g» = 37°: 

21ogsin 36° = 9,53843 2Iogsin37° = 9,55892 

logtg72° = 0,48822 logtg74° = 0,54250 

0,02665 0,10142 

0,04845. 0,04845. 



go(g(i($: F = -0,02180. golg(i<$: F = +0,05297. 

9ia# bem befannten 9Wljerung8»erfaljren flnbet man a(« erfte Gor« 

reftion : 

<J = 17' 40", 

fo baß: (f = 36° 17' 40" ttirb. 

Sfltm afcr ift: log sin 36° 17' 40" = 9,54455 

logtg72* 35' 20" = 0,50363 

0,04818 

0,04845 

F = -0,00027. 
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(gefolgt alfo : <p = 36° 17' 53". 

(Sine teftte Sorreltion ergiebt fc^Uegtid^ : 

q> = 36° 17' 53",4, 

C« toar aber: x = ^ = ^^ = tgy', 

folglich erhält man, toenn man ben gefunbenen SBcrt^ fubftttuirt ; 
x = 0,5395252. 

12) «uf einer geraten State (fjtg. 64) beflnben fi$ fcier ma* 
terieffe fünfte A, B, C unb D, beren fceibe äufcrfte A unb D feft 
fein mögen. Die 3Kaffe bon A fei = a, bie bon B = ß 9 bon 
C = y unb bon D = <J. ®ämmttic$e ^unlte ftogen einanber mit 
einer Äraft ab, meiere ityrer gegenfeitigen Entfernung proportional 
ift. 3n toeld&er Sage befinben f i d^> bie bier fünfte im 
©teic$getoi<$te? 

©efct man AD = 1, AC = y unb AB = x, fo erhält man 
für ben gafl be$ ®tei<$getoic$t$ (bergt. 9hr. 10) jur SBeftimmung 
bon x unb y bie fceiben (Steigungen: 

x 




unb: _ y , y _ x 

©ubftituirt man aber y— x=ux, alfe y = (u+l)x, fo folgt au* (1): 

a-(« + c*)x ~ u * 

@efet man biefen ffiertlj in (2) ein, fo erhält man gur 35e* 
ftimmung bon x eine quabratif$e ©teic^ung, beren Seljanbtung leine 
»eiteren @«$toierig!eiten barbtetet. 

13) Staf einer geraben Sinie (gig. 64) liegen bier materielle 
fünfte A, B, C unb D. <g$ feien A unb B feft unb jtoar mag 
iljre fonftante (Sntfernung = r fein, bagegen feien C unb D betoeg* 
ti$. Der $unft A fytbe a unb bie fünfte B, C unb D jeber b 
Atome. 3n melier Sage toerben fi# bie bier fünfte im 
@tet($getoi$te befinben, toenn bie brei fünfte B, C unb 
D fi$ umgeteljrt proportional iljrer Entfernung abfto* 
gen, aber bon A na# bemfetben ©efefce angeflogen 
»erben? 
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©efet man AC = x unb AD = y, fo erhält man analog be » 
borljergeljenben dummem jur ©eftimmung btefer unbelannten ©rfc* 
gen leidet bie folgenben Steigungen: 

a b = b 

x ~* y— x ~" x-— r 

a b , b 

unb: — = \- 



y y-x y-r 

man -r- = «> fo folgt barauS: 

a(ry — rx — xy + x , ) + rx4-xy — 2x* = 
unb: a(rx— ry — xy + y*) + ry + xy — 2y* = 0. 

©u&tratyirt man beibe ©leicfcungen bon einanber, ( fo ergiebt ft$, 
toenn man mit y— x $ebt, leidet bie fotgenbe ©teid&ung: 

r(2a-l) 

«bbirt man hingegen, fo fmbet man: 

«(y-x) t +r(x+y) + 2xy-2x i -2y t =:0 ; 

ober, toenn man xy abbirt unb fubtratyirt: 

«(y-x) i +r(y + x)-|(y-x) f -i(y+x)» = a 
©ubftttuirt man alfo ben oben für x + y gefunbenen ffiertl}, fo folgt: 

r j-mEv. 

y X 2(a-2)\ 2a-3 
£>ur<$ abbitten t>ott y+x unb y— x er^ött man alfo: 

y= 2(^2)- jy 2^3 + < 2c ~ 
unb bur$ ©ubtraftion: 



iV2a— 1 

x = 



^- 1 "l / 2^3' 



2(a — 2) 
ober, toenn man bie beiben 23rüd&e innerhalb ber klammern auf 

ben Kenner V2<* — 1 + y 2 q Bringt: 

2aiY2a — 1 
x = 



(2«-3)(^«-l + } /^ 
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3ft a = 2, fo ift y = oo unb x = 2r. 9ta<$ ber erften gcrm # 
tt>etc$e ft<$ für ben Sßertlj t>on x ergab, erhält man ba« unbe* 
ftimmt€ SKef ultat x = $, beffcn SQBert^ alfo in unferem gatte 
= 2r ift. 

14) Stuf bcm Äreife AC (ftig, 65) befinben fidfr jtoct feftc ma* 
teriette fünfte A unb C, bcren 9Haffen refo, = a unb c finb« 3^1- 
f<$en iljnen beflnbet fi# auf bcm Greife ein $unft B, toelctyer fi<$ 
auf ber ^ertpljerie betoegen fann, 3u tt>el#er Sage befinbet 
fi# B in töulje, toenn er bon A unb C nac§ bcm ®rabt* 
tationägefefee angejogen toirb? 

<S$ fei ber fltobtu« AM = 1 , bie «n jietyungäfraft in ber @in* 
Ijeit ber (Sntfemung = 1 , ber befannte ©infel AMC = a unb ber 
unbefannte Sßtnfet AMB = x. 

<S$ feien ferner BE unb BH bie Swputfe, ü>elc^e B bon bcn 
fünften A unb C erljätt 9Kan jerfege biefel&en na$ bem <ßa* 
ratfelogramme ber Gräfte in iJjre tangentialen unb bie gu ben tynen 
fenfred&ten rabiaten Komponenten BG unb BF. Die teueren toer* 
ben nun bur<$ ben SDSiberftanb be« ÄreifeS Dernitytet,. fo bafc, toeun 
ft$ § im ®leic$gettHc$te befinben foH, BD = BJ ober EF = GH fein 
muß. SSladf ben angeführten 33ejeic$nungen erhalt man: 



AB* 4sinix 8 

b c 

unb: 611 = -=^- 



BC* ~4sini(a-x) 8 
ferner ift ©intet BEF = ix unb SB. BHG = £=ü. 

9» ift fomit: EF = BE cos*x = Jg^ 

a — x 
ccos — ^ — 

unb: GH = BHcos^i = - 



Ä . a — x" 
4 sin- 



2 

SBefinbet fi$ nun B in föutje, fo tjat man folglich bie ®teic$ung: 



. /«— x\* 



sin ^x* 



a — x acosAx 

C COS — tz — 
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. a — x . a— -x c . . . . 
ober : sin — ^— tg — — = — tg *x sin £x. 

©efet man — = d, ^^ = /9— y unb ix = /»+y, ober 0=ia, 

8 & 

fo geljt bie gefunbene ©leidjung in bie fotgenbe übet: 
tu tgQ^-Y) _ ,. »»n(/f+y) 

ober, nad) einfachen Umformungen: 

(mß-*8iY0--W%i) = <W+tgy)*(i+»g/Jtgy). 

©efet man fdfrliejjtidj .~ = y, \gß = b unb Igy = z, fo folgt: 

z'+ y(1 + 2bt) z , + (2 + b')z + yb = 0. 

gür bie numerifdje SRedjnung ift aber bie fo entwidette ©lei« 
<$ung weniger geeignet, al« bie ®leid)nng (1). <£« fei j. 83. 
a = 160°, atfo /?=40° unb d=|. SWan erhält alSbamt au8(l): 

logtg(40°+y)- Iogtg(40°-y) + log sin (40°+y) - logsin(40°-y) 
-0,3010300 = F = 0. 

£>urdb. 23ergletd>en ber trigonometrifdjen Safein ftnbet man fo» 
gteid), bajj y jtoifdjen 6° unb 7° liegen mufj. 

(1) y = 6° 

logtg46 + logsin46° = 9,87209 

logtg34 + logsin 34° = 9,57655 

0,29554 

-0,30103 

F = -0,00549 

(2) y = 7" 
Iogtg47 +]ogsin47 = 9,89447 
log tg33° + log sin 33 ° = 9,54863 

0,34584 

0,30103 

F = +0,04481. 

Die (Sorreftion AL (fjig. 21) ergiebt fid) alfo au« ber ®!eid)ttng: 
AL _ G& 
549 ~~ 5030 * 
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<§* ift alfo: AL = 6»33", 

ober: y = 6° 6' 33". 

gütyrt man für biefen SBertty bie SRecfrmng no<$ einmal mit fielen* 

ftefligen üogaritljttten bur$, fo folgt als legte (Sorreftion: 

y = 6° 6' 33",92, 
fetgtt<$: x = 92° 13' 7",84. 

3ft in einem oefonberen gaüe a = ti, fo erhält man au« ber 
urforünglid&en ©fei«$nng fofort: 



Hfi« = / 



3 

a 



15) 8äßt man bie ebene ©d&nittflä<$e eine« SReteoreifenS in 
ber £ifce anlaufen, ober äfet man fie teid&t burcty berbünnte ®at* 
peter* ober ©aljfäure, fo treten bier ©tyfteme t>on ^araüeltinien 
Ijerbor (©tbmanftätten'föe Figuren), n>et#e man aW ©d&nitttinien 
ber @j>aftung$f](ä<$en im SWeteoreifen mit ber angepfiffenen @bene 
Betrautet @$foH unterfuetyt werben, ob bie Sßinlet, ti>et<$e 
bie ^aratteten mit einanber bttben, ber «nnaljme entfpre* 
$en, baß bie SE^eilgeftalt be$ 2Keteoreifen$ ein reget* 
mäßige« Stetraöber ift 

£>aS regelmäßige Stetraeber ABCD (gig. 70) feerbe bur$ bie' 
ebene ECFG gefd&nitten. 2Kan beule ft# babei bie ©eitenfläd&e 
ABD at$ in ber (Sbene be$ Rapiere* ßegenb unb bie 33aftS BCD 
hinter bem Rapiere. ÜKan mißt ferner bie bier SBinlel GCF = d, 
GCE = y, GEC = a unb ECG = ß. Unter ber SJoraufefeung nun, 
baß ba« SEetraeber ein regelmäßige* ift, muffen jtoei biefer SBinlel 
au« ben anbern beiben folgen* ©efet man nämti# 39B* DFC = %, 
SB. GCD = g>, DFG = xp unb GFC = e, fo ergiebt fi$ au« ben 
beiben Dreieden DFC unb DGC leidet bie ©teid&ung: 

( . sinCy + eO ) ^ sin/? 
^ ' sin% "" sine 

gerner enthält man au« ben beiben Dreieden DFG unb DFC gang 
analog: 

(9\ sin(60°-^) = 8in/9 

w sin(60°-x) sind* 
<£nMi($ folgt m ben beiben Dreieden DGC unb DGF: 
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(%\ Sm( P — 8inc * 
^ ' sini// ~~ sine 

3ft ttun /» = 60° W, d = 43° Sff, otfo « = 17° 2V gemef* 
fen, fo lami man au« (1), (2) unb (3) bic unbcfanuten IBinfel y, 
X unb t/; unb mit i1)rer $fllfe a unb y beregnen, ©timmen bic 
fo erhaltenen SBertlje mit ben gemeffenen a = 62° unb y = 57° 1(/ 
überein, fo entforetyen bie bier beobachteten SBinfet in ber SEfytt 
einem regelmäßigen Setraeber, Die ®(eic$ungen (1), (2) unb (3) 
nehmen nun bie ftorm an: 

log sin x = log sin (<p -f 60°) + 9,5329980, 

log sin (60° -t/0 = logsin(60°~x) +0,1033044, 
log sin <p = log sin xp -f 0,3636976. 

©efet man berfu<$*tt>eife g> = 5°, fo ift bemnac$: 

logsin^ = 9,4902737, alfo: x = 18° 0' 40", 

logsin(60°-V;) = 9,9287217, alfo: xp = 1° 56' 11", 

folglich: logsing) = 8,8924848 unb: <p= 4° 28' 40". 

SJerfud&t man hingegen tp = 3°, fo tolrb : 

logsinx = 9,4828789, alfo: x = 17° 41' 54», 

Iogsin(60 -t/>) = 9,9313414, alfo: ^= 1° 22' 33", 

N folglich : logsiny = 8,7440989 unb: <p = 3° W 50". 

3nterpotirt mmt au« biefen beiben föefultaten einen 92äljerung$toertlj 
für q>, fo flnbet man: 

<p = 3° 3(y 50". 
©ubftituirt man biefen 3Bertlj in bie obige ©leictyung, fo ergiebt ftc$: 

logsin* = 9,4848416, ober: x = 17° 46' 51",87, 
ferner: 

log sin (60° -t/^ 9,9306511, ober: xp = 1° 31' 28",89 
unb : log sin <p = 8,7887056, ober : <p = 3° 31' 28",92. 

Daljer ergiebt fi# at* ein weiterer SRäljerungStoertl): 

y = 3° 32' 38",6. 
2»an flnbet: 

logsinx = 9,4849555, ober: % = 17°47' 9",35, 
logsin(60°-t/>) = 9,9306099, ober: xp = 1° 32' 0",77 
unb: logsiny^ 8,7912205, ober: q>= 3° 32'42",12. 

a»ityin ift na^eju: y = 3° 32' 45". 
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£)ie ©enauigfett ift bamit fotoeit getrieben, als es mit £ülfe 
ttott flebenftefligen Logarithmen möglich ift 

3ur SJeftimmung bes SBinfets a ergiebt fi# bann au« ben bei* 
ben ©reieden AGC unb A6E: 

sinACG sin (60° 60 , + «) 
sin AEG ~~ sina ' 

ober, wenn man bie für ACG unb AEG gefunbenen SBertye einfefet; 

-tafa + 80' ^_ tg80«2ytg61'81V 
-tg(a + dO J5;_ tg2° 32' 23",9 ' 

!ogtg(30° 25') = 9,7687029 

logtg(61° 21",1) = 0,2563528 

0,0250557 

logtg2° 32' 23",9 = 8,6469889 

1,3780668, 

folglich a = 61° 58' 52" 

unb: y = 57° 11' 8"* 

@S ftimmen alfo bie beregneten Sßinfet mit ben gemeffenen 
bis auf toenige SKinuten überein* 

16) #ö$enbeftimmungen mittelft beS Barometers. 

SBenn bie »njaljl ber fiuftaiome, toetctye fic$ bei einem 93aro* 
meterftanbe bon a 3oH, an ber 93eobac$tmtgSfteffe auf ber Sänge 
eines ^ottes befinben = l ift, fo rauft na# bem ÜÄariotte'föen ®e- 
fefee biefelbe «njatjt bei einem Quedfltberftanbe *>on einem 3oH 

= — = V fein, Sei einer anberen beliebigen SBarometerljölje t>on 

b £ofl finb atfo aus bemfelben ©runbe auf Jeben 3oK bif 8uft* 
atome tertljeilt. <SS ift nämtidfr Mar, toie bie Wxyxty biefer «tome 
baS fpeciftföe ®etoi($t unb bie «Spannung bebingt, mit toeW&er bie 
«tmofoijäre auf bie Dueifftlberfäute brüdtt SRimmt man atfo eine 
öertifate ©trede öon ber Sänge d an, toetctye fo Hein ift, baß man 
in iljrer ganjen «uSbeljnung bie SDic&te ber 3ttmofo$äre als fonftant 
betrauten fann, fo toerben fi$ auf iljr büd Suftatome befinben. 23e* 
trautet man aber jtoeitenS einen gaben Duedtfilberatome bon ber £8Ije 
ber aSarometerfäute, fo toirb berfetbe t>on ben Smputfen fämmttic$er 
Suftatome getragen, _to*t($e fi<$ auf ber fcerttfaten Sinie befinben, 
bie Dom SBeobatytungSorte bis ju ben ©reujen ber Ktmof^äre $in* 
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aufreiht. Da nun fämmtlirfje Atome &on ber Crbe gleich ftarte 
Omputfe empfangen, fo mufe bie Hnjaljft ber DnedfUberatome auf 
ber Sänge ber SBarometerfäute gteid^ ber «njafyt ber fiuftatome fein, 
totfyt Hjr ba* @(eic$gennc$t ^ält, toobei nrir aflerbing* annehmen, 
baß bie <grbfc$ti>ere innerhalb ber ©renjen unferer Crbatmoft^äte 
lonftant bleibt Seftnben fty atfo auf ber Sänge eine* 3ofle« q 
Duedfüberatome, alfo auf ber Sänge ber SBarometerfäute bon b 30Ü 
bq Duedftfberatome, fo werben btefelben au$ bon bq Suftatomen 
getragen. SBct einem Barometerftanbe Don b, 3ofl toirb atfo bie eut* 
fpred&enbe «njaW bon Suftatomen b t q fein, »enn man annimmt, ba§ 
bie Dichte be$ Duedftfber* trofe be$ berföiebenen Storometerftanbe« 
biefetbe ift. ©enn baljer am unteren ©übe ber oben betrachteten ber* 
tifaten ©trede d ber SBarometerftanb b unb am oberen Snbe b, 
3oß beträgt fo erhält man für bie Sfajaljt ber fiuftatome, bie auf 
(Jbert^eitt finb, ben jtoeiten 2Bertl> bq— b,q ober q(b— b t ). SWatt 
Ijat atfo bie ©teid&ung: 

q(b-b 1 ) = A'biJ, 

ober: bl =b(l-^} 

©er gaftor bon b ift nun für atte Barometerljöljett fouftant, 
toenn man bie tt>iltffirtt$e ©trede d als fonftant betrautet 

V 1 

<£$ bebeutet nämfiety — = — ba« foeeififetye ®en>ic$t ber at* 

mofoljärifd&en 8uft, bie fi# unter bem $)rude bon 1" Oucdfttber 
befinbet, toenn ba« foecififc$e ©eti>id&t be« Duedfitber« = 1 gefefct 
toirb. @« ift alfo a eine lonftante au« ber Beobachtung ju beftim* 
menbe ©röge. ßrljebt man fiety nun mit bem Barometer ncöf ein* 
mal um biefelbe ©trede <J, unb finft babei bie Ouedfilberfäute Nl 
«4 b * 3oO/ fo folgt: 

b, = b,(i-A), 

ober, wenn man ben äBerty bon b t einfefet: 
K -»(i-4)-. 

33ei einer brüten ©r^ebung um d ertyäft^ man für ben ctttfrre* 
dfrenben Sarometerftanb b, analog: 
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ferner: b 4 = b(l — — ) u. f, n>. 

<S$ ergiebt fi# atfo für einen beliebigen ©arometerftanb b n bie 
Delation: 

3ft atfo ber Dertilale «bftanb ber beiben fünfte, n>et$en bie 
©arometerftänbe b n unb b entforec^en = x, fo benfe man benfelben 

in n gleite, fefyr Keine Steife d gefönitten, fo bafc d = — toirb. 

äRan finbet baljer: 

b «= b ( 1 -^) n > 

folglich, toenn n = oo ift: 

X 

b n = be~% 

— h 

ober: (1) e a =-r- 

b„ 

nnb : — log e = log b — log b n , 

mithin : (2) x = a log nat 10 (log b — log b„). 

(S* ift in biefer gönnet bie Gonftante a = 294000» 
©ir fatttxt bei ber obigen SBetrad&tung bie ©arme ber 8uft 
no# ni$t berüdfidfotigt unb tooflen baljer gunäctyft bie Gorrettionen 
binjuffigen, u>et#e bur$ bie fcemperaturunterfctytebe notljtoenbig »er* 
ben* 9Jton Ijat nun für eine Temperatur fcon t ©raben ber ljunbert* 
Zeitigen ©lata auf empiriföem SBege bie formet gefuuben: 



l= 294000 ( 1 +w> 



3000- 

3ft folajßty am unteren @nbe ber Getrotteten ©treefe x bie Snfttem» 
^erotnr = t° unb am o&eren =»/> fc tonn man annäljernb: 

« = 294000" {l + ^g±$ f** 
Siegen ber [tarieren «uSbefynung be$ ©afferbampfe« inbeffen Motten 
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toir ben jttjctten gaftor ==1 + iQOO annehmen , fo ba& fl<$, 

tpenn man ben fo DerBeffertett SBertij Don a in (2) etnfefet, (eiety 
bie ©teic^ung ergiebt: 

x = 294000"{l + *&+£] ..,...(£), 

ober, »enn man bic 3ofl in SÄeter toeroanbett, naljeju: 

©er lognat täjjt fi<$ ober lei$t in eine für bie 9te$nnng öortljeil« 
Ijafte Steige entwWefo. <S« ift nfimlty: 
e'«> = cosy + isiny, 
ober: 19 = lognal(cosg>-f isiny), 

= lognat(ising>+/l — sing»')- 

©efct man in biefer ©teit&ung für smq> ben SSBertfc, -r-, fo folgt: 

i arc sin -r- = log nat (x -f- VI + x*)- 

SRun ift ober: 

. , x« , 13 x» , 1.8-6 x 7 , 
arc 8 .nx = x+i-3-+2^ T + 2^6 T + - 

.x x , x» . 1-3 x s 1-3-5 x 7 . 
«Ifo: arc5.n T = T -i ¥ + ^ ¥ -^ 3 ^ ¥ + - 

' . .x , x» , 1-3 x 5 1-3-5 x T , 

ober: ,arc 8t n T = x-i T + — --^^-^ -j- ... 

0olg(i<$ ergtebt [\<f) 
lognatCx + v'xM 

©nbftituirt man oifo 



( . /-r-rr> *' . 13 x ' 1-3-5 x 7 , 

lognat(x + Vx* + 1) = x— ^ + — ^ - 5— - -=- -f , 



2-3 ' 2-4 5, 2-4-6 7 



x + ^x'+l = 1 -, 

ober nadb, einfachen Transformationen: 

_ b'-bj! 
X ~ 2bb n » 
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fo folgt : 

i ./' b ^ b»-b£ 1 /b*-W\' 

l0 » nal Ci;)=-2b5r-2TC^bb7-> ) +- 

unb, toernt man •b für b unb Vb n für b„ fefct: 

$)ie ©lieber bon ber brttten $otenj an finb nun tljrer Äfein* 
Ijeit toegen iu berna^tfifftgen, fo baß man annä^emb finbet: 

@uBftttufrt man biefen Sßertl) in bie oben fflr x gefunbene ®tei- 
$un8> fo fotgt f<$Ue&fl$: 

( iooo y ^bb n 

JBei aflen biefen gormetn ift aber gu Berüdftd&tigen, bafc fie nur 
innerhalb getoiffer ©renken gelten , toetd&e leidet au$ ben Annahmen 
hergeleitet werben fönnen, toelctye toir Bei iljrer (Snttotdtung gemalt 
l)aben. SBottte man bie gefunbenen ©leid^ungen aber über biefe 
©renjen tyinau* antoenben, fo erhielte man burc$au$ falfctye SRefut* 
täte, einem Sarometerftanbe = entforäctye j. 39. x = oo unb 
jiemti^ Weine SBarometer^öljen toürben f$on ber^äftnt&mäfeig fefjr 
bebeutenbe £51jen ergeben. 

SBeifpiete. Seftimmung ber £31je be$ ^er^BergeS Bei Qfefelb. 

«m gujje be$ Serge« toar ber SBarometerftanb b = 326,5 $a* 

326 5 m 
rifer Sinien = -^~p = 0,737% unb bie SEemperatur t ber 8uft 

= 7°,6. «uf bem ©tyfet be$ ®erge$ hingegen fear b„ = 0,7174 m 
unb bie Temperatur I, = 6°,2. 

©efct man biefe SBertye in bie tefcte formet ein, fo ergieBt fic$: 
__ 8000 m - 1,028-0,0196 
A52872 
9Hit $ülfe ber 8ogarit§mentafe(n folgt barau«: 

logx = 2,3457264, , 

atfo: x = 221,68 m . 
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3n>efte* »eifeiel. G* fei: b==786£81— t = 15°,3, 

b n = 537,203»"» i t = 3°,2. 

6« ergiebt fxc^ na$ Cinfefeung biefer «Berthe: 
_ 8000»M,0370,198378 
•0,3951563 ' 

ober: logx = 3,4179779, 

folglich: x = 2618,05» 

Xrfigt man auf einer Ijorijontalen geraben 8inle Don einem be* 
Heftigen aber feften StafaugSpunfte E au« al* «fefciffen bie berföie* 
benen $81jen ab, ju benen man flc$ bon ber ßrbe au« erhoben ftat, 
unb in iftren (Subpuntten oft Orbinaten bie entforedfrenben Saro* 
meterftänbe, fo erhält man eine Curbe, toetd^e flraptyfö bie «enbe* 
rungen be$ 83arometerftanbe« beranfc$auH($t. 35a biefetfte interef* 
fante geemetriföe Sigenföaften barbietet , tooflen toir fte genauer 
betrauten. 

@$ fei bie ©trede EA = a, menn a bie eben betrachtete ßon* 
ftante ift, EB = b unb bie ©tretfe ED = <J. 5Der $un!t A f ift 
fener babur<$ beftimmt, baß A t D = ä ift (Sbenfo mag au<$ 
A t A 8 = A S A 4 = • • = <J fein, SRan erriete in D ba* 8ot$ 
DC'"4=EB. 3ie$t man afebann AB, fo trifft biefe 8inie ba« 8ot$ 
BC" im fünfte C t . 2Kan lege burd& C 4 bie ©tredfe C^B, paraBel 
ber Ijorijontaten Sinte AE, 3Serbinbet man femer biefen $unft B 1 
mit A, fo ergiebt {i$ auf ber Sinie DC" ein neuer @e$ntttl>unft 
C t , bur<$ to>el$en man bie Ijorijontate ©erabe C f B f legt, mläfi 
über C s Ijinauä verlängert ba$ in A t ju AE errichtete 8otlj in s, 
trifft. 9Kan gtetye toeiter B t A, unb beftimmt fo einen $unft C 8 , mit 
#ülfe beffen man auf bem Sotlje in A 8 einen $un!t a 3 unb auf 
ber ©eraben EB einen $unft B 8 finbet u. f. to. ©efct man nun 
EB, = b lf EB 2 = b f , EB 8 = b 8 u. f. tt>., fo folgt: 

i = Ü^, *, -.=b(l-i) 



gfcenfo toirb : b t = b, (l - -£) = b(l - ■£)" 

'.=-.0-1) -*4? 
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unb allgemein b n = bfl ) bis in bas Unenbtidjje, ba bei ber 

angenommenen ßonftruftiou fity tool?t ber $unft A n Bio in bas Un* 
enblid&e entfernen, ber $unft B n aber nie mit ber horizontalen ©e* 
raben AE jufammenfaßen fanu. ättan fann übrigens bie angege* 
bene ßonftruftion au<$ über B fytnauS na$ oben f)tn fortfefcen, fo 
baß man BC 4= ED jieljt, A mit C fcerbinbet, «nb fo anf EB einen 
Sßunft B f erhält, bur$ toetd&en fid& bann toieber C unb a f ergeben. 
Daraus folgt bann toieber B", C", a" u. f. to. bis in« Uuenblictye. 
SKac$ einer ber obigen analogen Segnung finbet man: 



b' 
a 


b'-b 
6 ' 


ober: 


b' 


=>(,- 




b" = 


= b'(l- 






-i(i- 


a/ 


otfo allgemein: 


-»0- 











klimmt man nun ö uuenbtkty Kein an, fo geljt ba« *ßofygon 
a'"a f, a'BC fl a t a,a 4 a B ••• in eine unenblic^e ßur&e über, bereit ©r* 
binaten fämmtlicty ber gefunbenen S9arometerformel entfpred&en, 
toel$e uns alfo bas ©infen ber SBarometerfäuIe mit pneljmenber 
£ölje grapljifc$ barftettt. 

gs ift nun eine intereffante (Stgenf^aft biefer ßurbe, baß ber 
öon i^r unb ber §orijontaten EA begrenjte, ft$ in bas Unenblid&e 
erftredfenbe SE^ctt ber (Sbene nur eine enblid&e ©rßße Ijat @S ift 
nämlicty leidet ju betoeifen, baß, toeit bie ©tredfen 3 farnrntticty bie* 
fetfen toaren, audfc a lv a"'c"' 4= AC", ferner a'"a"c" 4= B'"C"A, 
a"a'C 4= C r A, a'Bc 4= B'ca, C 4 a 2 c 2 4= B.C.A tu f. u>. fein muß. Dar* 
aus ergiebt fi# aber J&'"b'"c'" tf. ^AB'"C", a"b"c" ^ AB"C" 
u. f. tt>., fo baß baS *ßofygonftucI a'"a"a'BC 1 a l a 8 a 4 a 5 a 6 b 6 b IV fläd&eu* 
gleid& ift bem auSgejadtten ^ol^gone AC"'B" f C"B"C'B'CB...C 6 B 6 . 
©efet man biefe 93etra$tung bis in bas Unenblic^e fort, fo ift baS 
unenbttc$e ^ofygonfiüdf linfs t>on a'"b IV gteicty bem SDreiedfe AC'"E, 
ba bie ©umme ber jtinfd&en EB unb DC Uegenbeu £acfen gleich 
bem Dreiedfe DC'"E ift 

SKan fefee nun EG = x = nd unb folglich 

©c$e(TOa<$ tyufgafecn. 14 
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Ga'" = y = b(l-— )~" 

V na/ ' 
folflttc^, toenn ba« ^ßofygon in eine ßur&e übergebt, ober d unettb' 
U$ Kein, alfo n unenbU<$ groß ift: 

X 

y = be™ 

Dann ift ber gläd&enraum, ber ft$ t>on ber ©rbinate Ga'" na$ 
linte Ijin bis in ba$ UnenMid&e erftredEt, unb toetd&er &ou ber (Surbe 
unb ber Ijortjontaten ©eraben GA^ begrenjt toirb: 

= ^AC'"E+^b lv a'"G, 

= i<xy + JAV"D, 

= ay — **y, 
= ay, 

ba ba$ ©lieb mit bem ftaftor d toerfc$tt>inbet. £>ie Städte linfo 
Don EB ift atfo = ab unb EGa'"B = a(y — b). 

Äußer ber foeben hergeleiteten öigenfd&aft ber betrad&teten Cum 
läßt fidfr au<$ no<$ unmittelbar auö ber gigur betoeifen, baß i§re 
©ubtangente lonftant unb gtoar = a ift. 

17) 2öie groß -ift ber äußere SRabiuS einer $ugef< 
fd&ale öon ber SDidfe d, toenn ba$ fpecififc$e ©etoi^t 
berfetben = s ift, ba$ tyoljte innere mit einem (Stoffe 
t>om fpecifif<$en ©etoid^te n gefüllt toirb unb bie Jfugel 
in einer ftlüffigfeit bom fpecififd&en ©etoid&te m fc$tt>im* 
men fotl? 

SSejeictynet man ben äußeren 9?abiu$ ber ihtgelfd^ctle mit x, 
fo ift ber innere = x — d, baß SSotumen ber ©d&ale alfo: 

S)a aber ein ßubiffuß SBaffer 66 *ßfunb alt ©etoicfyt toiegt, fo ift 

i$r ©etoid&t: 

= *7i(x s -(x-d) 3 )66s *ßfunb, 

Die 3Kaffe im Ämtern toiegt aber i7t(x — d) s 66it $funb. 

5Da fflr ben gaö be« ©teicfygen>id&t$ aber ba« @efammtgen>i<$t 

ber Äuget gteidfr bem ©ewid^te ber »erbrängten fjtöffigfeit ift, fo 

erhält man bie ©teid&uug: 
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$*t(x-<*)*66jw+i7r(x s -(x-<J) 4 )66s = 47rx s 66m, 
ober: (x— d) s fi— (x— <J) 9 s = mx'— sx\ 

Dur au« folgt: 

<&» ift fomit: 



s — m_ (x— <?) $ _ 



-0-4)' 



Ö^S—fl 



3n bcm befonbereu gaße, ba§ s gegen m unb p fe^r groß ift, täßt 
ftc$ biefer SBerttj in eine einfachere gorm Bringen. @S ift nämtiety 
ibentifc$: 



i/fLz™ — (1 _ üLz^y 

FS— jU x S — f*/ 

3n biefer föeilje ift m ~** ein fe^r Heiner 33ru<$, fo baß man feine 

Ijö^ereu ^otenjen, bon ber jtpeiten an, bewad&täffigen barf. @$ ift 
alfo mit großer Annäherung: 



3_ 



t 



s — m __ -< __ m — ^ 
3d(8 — f0 



ober: x = 

m— - 11 

JDte gäfle, in benen bie Stoftöfung unm3gli$ ift, ergekn fiefy 
unmtttetfcar an« ber gorm bes gefnnbenen SRefuttateS, 

18) Sin lugeiförmiger S3aflon, toet^et aus einem ©toffe ge- 
fertigt ift, bon bem jeber Duabratfuß q $funb toiegt, ift mit einem 
©afe bom foeciflföen ©etoid&te a gefußt unb fetytoimmt in einer 
Slfiffigleit, bereu foecififc&e$ ©etoid&t X ift. Sßie groß muß fein 
8?abtu$ fein, toenn er no$ eine Saft *>on p ^funben tra* 
gen fott? 

Oft ber SRabiuö ber ßuget =x, fo ift iljre Okrftäc$e =4nx* f 
alfo ba$ ©efammtgetotctyt ber £>üfle = 4reqx* # Der ^nljaft ber 
Äugel toiegt aber ino66x\ SDamit nun ber ©aflon fd&totetme, mu^ 

14* 
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fein ©efammtgetotctyt +p ^funben gleich bem ©etotd&te ber ber* 

brfingten 8uft fein, 3Kan Ijat alfo bie ©tetd&ung: 

4rcqx*+4rcx 3 66a + p = *tt66Ax 3 , 

4rcq 1 , 4tt66(T , 1 4rc66A 
ober: -rr- — H öz 1- ~r = 



p x ' 3p ' x 3 3p ' 

al f0J (IV + ial^^M, 

1 \x/ p x p 

19) Cin fyotyte« fegelfflrmigeö ©cf äß fcon ber £öl>e 
h unb bemföabiuS be$ ©runbf reifes =r toirb, bie Deff* 
nung nad& unten gefeiert, b' tief in Sßaffer eingetaud&t 
SÖte tyoety toirb bie gtüfffgfeit im Äeget fteigen? 

(Slje ber Jfegel in baö äßaffer getauft ift, befinbet fi$ bie Hjn 
erfüflenbe 8uft unter bem 5Drude einer Sltmof^äre ober einer SBaffer* 
faule bon 32 ober allgemein w ftufc. $ft nun ber Äeget b' tief in ba$ 
SBBaffcr eingetaucht unb bie glfiffigfeit x gu& ljo<$ in ba$ innere 
hinein geftiegen, fo befinbet fic$ bie eingefd)toffene 8uft unter einem 
5Dru<fe Don w+b — x guß. 9taä) bem SKartotte'fd&en ©efefee ift 
alfo il)r SSolumen: 

8 w + b — x 
Der mit 8uft angefaßte Äegetraum Ijat aber ein SBotumen: 

, (h-x)V 

9Wan erhält fomit jur ©eftimmung bou x bie folgenbe @Ieic$ung: 

. w _ (h-x) 8 
11 w + b-x "~~* h» ' 
ober: (1) wh 3 = (h — x) 8 (w + b— x). 

1 4 

@efet man nun h— x = — y\vh 3 , fo ergiebt fic§ na$ einfachen 

z 

Transformationen : 

(2) a ^Z+tz±, + 1 . 

$ft j. 93. h == 32', b = 16' unb w = 32', fo erhält man: 
z 4 -0,5j-1 =0. 
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@efet man z = a + <J uttb »ertto^töfffgt bie leeren ^otettjett oon 
8, fo flnbet man: 

. l + Q,5a-a 4 
4a'-0,5 
3ft nun a = 1, fo folgt 8 = 0,1. ©aoftituirt man a&er a = 1,1, 
fo flnbet man a = 1,11. 
SS ergiefct ft<$ nun für: 

a = 1,11 : 8 = 0,0074, 
a = 1,1174 :<J = 0,00005, 
a = 1,11745 : 8 = 0,000001. 
@« ift fomit: z = 1,117451 

1 * 

unb: x = h /wh*, 

z 

= 3,359232'. 

20) $n ein fcgetförmigcö ®efä§ BAC (gig. 67), beffen «je 
AD ift unb in tt>et<$em © intet DAC = a ift, fließen in ieber ®e- 
funbe k ©ubiffuß irgenb einer gtfiffigfeit, toätyrenb in ieber ©efunbe 
eine ©d&td&t Don ber £>idfe FD = d berbampft. äBle tjo<$ toirb 
bie gtüffigfelt im ßeget fteigen fönnen? 

£)ie gefugte £ötye AD fei =x, ber föabiuS be$ baju gehöri- 
gen flegetfreife* DC = y. 5Kan fann nun bie k SuBiffuß ber ju* 
fliefenben fttüffigfeit in einen Styttnber BCGE bon ber £ßije d unb 
beut SRabiuS be$ ©runbfreifeä y aertoanbetn unb fid& ben 3uflug 
bar in fceftetjenb beulen, baß ber ßtytinber BCGE in einer ©efunbe 
in ben Äeget Ijineingefd&ofcen toirb. £at afcer bie fttüffigfeit iljren 
Mjöctyften ©taub erreicht, fo toirb Jener ßfyttnber in ber ©efunbe fei* 
m$ SmporfteigenS auc$ bur$ bie SBerbampfung berjeljrt* 2Ran Ijat 
atfo bie ®teic$ung: 

ny*d = k, 
ober, ba: y = xtga 

ift: wfa'tga^k, 

alfo: x = "|/^ ( 

3Wan fann bie bortiegenbe KufgaBe audlj für anbere at$ feget* 
förmige fförper oljne ©d&töierigfett tßfen. £at man j. 35. eine Äuget 
Dom töabtuS r, fo fotgt ebenfalls : 



: cota. 
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rcyM = k. 
6« ift afcr: y , = r»-(r-x)\ 

ttttb: 



x = r±/r'-JL. 

35er gefaßten Aufgabe entfortd&t aber offenbar nur baS negattoe 
ffiurjetgeid&en- £)a« ^ofitiöe tjat ben ©um, ba& alles juftiefcenbe 

SBaffer toerbampfen toürbe, toenn e$ bereit« bie §ßlje r+yr* -z 

erreicht Ijätte. <£$ bietet biefer 3fatt einige Analogie mit einem la* 
biten ®tei<$gen>id&te, inbem bie fttüfftgfeit, fobatb fie unenbtidfr toe* 

nig finlt, Bio auf r—yr* -? berbampfeu toürbe, unb totnn fie 

x / k~ 
umgelegt ein toenig über r + yr f -* fteigt, au$ ber Äuget tyer* 

austräte, 

3fn einem parabolifd&en ©efäße, bas bur$ Dotation einer *ßa* 
rabet bom Parameter p um bie Mbfciffenaje entfielt ift: 

y^äpx, 

atfo: 2 P X== ^T> 

ober: x== 2^5- 

21) SSon L aus (ftig. 68) faljre eine Sofomotibe L mit ber 
©efd&ioinbigleit 1 in ber Stiftung na# ber ftelStoanb F. SDSie 
vernimmt ein 33eoba<$ter in A ben birelten £on ber 
pfeife unb bas S$o berfetben au ber gelstoanb? 

Die ®ef<$toinbigfeit beS ©d&atleS fei s, unb bie Änjatjt ber 
@<$toingungen, toetd^c bie pfeife in einer ©efunbe matyt, = n, 
gerner gebraute eine SEontoeUe um Don L aus na<$ A ju getan* 
gen a ©elunben, toäljrenb baS Grc$o baju b ©efunben gebraute* 

SBebor nun nac$ — ©efunbe bie pfeife eine neue ©ctytotngung mac$t, 
Ijat fi# bie Sofomotfoe um bie ©tredte — bis ju fünfte V bor* 
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ttärts Betoegt. @$ totrb atfo bicfc Sßcöe crft 1 ©efunben 

n sn 

fyäter ba« Oljr be* 93eo6a$ter$ in A erreid&en fönnen. SDic britte 
SBcflc gelangt t>on L" au$ toieber — | ©efunben fpäter an 

n* f. n>. 3m fünfte A bancrt alfo~jebe ©d&toingung — UH — ) 

©efunben, fo baß ber bort gehörte SEon tiefer tft, a($ ber toirfti^e 
SEon ber pfeife. 

SfaberS fcertyält e$ fic3^ mit bem <§<$o. Söä^renb baffetBe näm* 
lic$ &on L an« jur getstoanb nnb gurüdf nac$ A in b ©elunben 

gelangte, toirb bie in V erfolgte (Srfctyfitterung f#on na$ 

©elunben nnb bie SiBration in L" triebet nnr ©efnnben 

n ns 

foäter in A anfangen. SDic Dauer einer ®d&toingung Beträgt baijer 

nur — (l ) ©efunben, fo baß ber SEon Ijßljer getoorben tft. 

©er (SomBinatiouSton Ijat alfo ba$ 3nter*>aü: 

n \ s/ _ s — 1 

■i+r* 



n \ ' s/ 



9p bie ©efötoinbtgfeit be$ ©d&attes g. 93. 104«/, unb bie ber Solo- 
mottoe 8(y, fo ift ba« 3ntemH: 

960 __ 6 
1120 ~~ 7 
meljr als ein großer gajer SEon. SBenu hingegen 1 = 55', fo ift baö 
3nter&afl ettoa T V, ein Weine ganger SEon. 

Weljnfl<$e S3eränberungen, tote Ijier bie 5Eonljßlje erfährt, erfet* 
bet bie garBe ber Oeftirne, tt>etc^c fi<$ ber (Srbe nähern ober fcon Ujr 
entfernen. 

22) ©3 f ott an* ber Dauer ber Dämmerung bie #6$e 
ber (Srbatmofpljäre Beregnet »erben. 

» fei (iJig. 69) M ber SKittefyunft ber Srbe, BCD ein größter 
Ärei« berfelBen nnb ber Ärets AE bie ©renje ber (Srbatmofaljäre. 
SBefinbet ft$ nun bie ©onne in ber tötd&tung BS, fo baß BS ber 
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tefete birefte ©traljt ift, toetd&en B bon bcr ©omte cr^ätt , fo Der* 
fd&toinbet bte Dämmerung in D, inbem A ber tefete ?ßunft ber WU 
mofyljäre ift, toefdjer nac$ D Ijin biffufeS 8id&t rcfUcJttjcn tann* 

. @$ fei nun BCD bcr «equator ber Srbe, Da unter bemfet* 
6en gur £ett ber Sag* unb Sftad&tgteid&e btc Dämmerung l h 12* | 

bauert, fo toirb bei ber Dotation ber <£rbe ber $unft B ebenfalls 
in £ ©tunben bon B na<$ D gelangen, ©efet man atfo ben Sßtnfet 
DMB = 2g>, fo ergiebt fi<$ 2<p = 18°, ober SOBtufet DMA = AMR =9°. 

gttttt ift: AM = — — , 

" kn r 2rsin£g>* 

ober: AC = r = "-• 

cos qp cos qp 

©efet man in biefer ©tetd&ung q> = 9° unb nimmt man r = 860 
leiten an, fo erhält man bie gefugte £ölje ber Srbatmof^äre: 
AC = 10,72 leiten, 

SBoßte man bie Dauer ber Dämmerung in irgenb einem an* 
beren fünfte ber <Srbe aujjer!jatb ci be$ 5tequator$ ber föed&nung ju 
©runbe legen, fo Ijätte man gunäd&ft mit £ütfe ber geogra^ifd^en 
breite bie 3lnjaljt ber (grabe ju beregnen, toelc$e Uim Snbe ber 
Dämmerung bie ©onne unter ben £orijont Ijerabgefunfen ifl Dar* 
au$ ergiebt fiety bann toieberum fofort ber SSttufet DAB unb atfo 
auefy 2cp. 

23) 3n einer Sbene ftnb jtoei foncentrifd&e Äreife gegeben. Der 
größere berfelben Ijabe einen 9iabiu$ AC = R (gig. 71), ber anbere 
einen föabiuS AB = r. Stuf ber Sinie AF, toetd&e im 2Kittet))unfte 
A fenftred^t jur Sbene ber Greife fteljt, befinbet fi# ein teud&tenber 
ftonlt F. <Jn toetd&er §öfye AF = x mufc berfetbe fteljen, 
' bamit ber Heinere ßreiö bom 8tabiu$ r ben nten SCIjetl 
be$ Sid^teö empfange, toet<$e$ ber größere ÄreiS bomSRa* 
biuS R erhält? 

SD?an fonftruire jtoei Äegel, bereu gemeinfd^afttid^e ©pifee F ift, 
unb beren ©runbfreife bie beiben gegebenen Greife finb. ßegt man 
atSbann um F al« SKittefyunft eine Äuget mit einem töabius FG = 1, 
fo toirb biefetbe bon ben beiben Segeln in ben Keinen Greifen GG' 
unb JJ' gefetynitten. Da nun aber bie Äuget bom fünfte F gtei#* 
förmig beteuertet toirb unb ade« 8u$t, toetd&e* bie beiben gegebenen 
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Äretfe ermatten, iura) bie Äugelf alotten G6 / unb JJ' ljinbur<$gel}t, 
fo farni m<m bic OBerftäd&e biefer ßatotten at$ 9Kaaß für bic 8u$t* 
mengen Betrauten, toetc^c jene Äreife empfangen. @$ muß atfo ber 
Aufgabe gemäß bie eine Äafotte n mal fo groß fein als bie anbere, 
©inb baljer HM unb LM tyre Beiben $ö$en, fo ergieBt fi$: 

2nUM __ 

2nLTA "~ "' 
ober: HM = nLM, 

SWuntft aBer: HM = 1-FH 

unb: * LM = 1-FL. 

©efet man biefe Sßertlje ein, fo folgt: 

nFL = FH + n-l. 
Sflrxn erhält man aBer: 

LF= x = unb: FH = 



fo ba& fi# f<$fle&(i$ für x bie (Steigung ftnbet: 
nx x . , 

Vx'+r* ^x» + R f 

DiefelBe lägt fi$ nidfrt auf eine quabratif$e (Steigung jurfidfflljrett, 
fo ba& man fte im «ügemetnen bur$ «nnäljerung auftöfen toirb, 
dt fei j. 35.: 

R = 200' ; r = 4' unb: n = 8. 

©efct man — = y, fo $at man alfo bie ®(ei<$uug: 

8 - 1 +7. 



yi + 16y ^l+40000y 

eine Sßurjel biefer @(ei$wtg ift y = ober x = oo, ein Sßerty, 
tt>e($er mit ber j>ljtyfifalif($en Deutung ber Aufgabe in feinem 3 U * 
famraenljange fteljt. (Sä muß no# eine anbere pofittoe SBurjet y 
geben, beren SBBert^ ebenfaß« nur Hein fein fann. 83erfu$t man 
j.S8. y = 0,l, fo ergie&t fl$: 

8 1 



= 4,9456. 



VI + 1,6 yi + 4000 

@S ift baljer y = 0,l ein ju groger Serty. S3erfu#t man hinge- 
gen y = 0,01, fo folgt? 
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Q 1 

° __ x __. 7 3779 
1/1+0,16 /1 + 400 ; 

g* ift mithin y = 0,01 ju Mein. ©efet man aber biefen SBertlj in 

ba$ ©Heb = ein, fo fann man mit ßütfe ber anbeten 

V40000y+1 
Seite ber ©teietyung einen genaueren ©ertl) ber llnbefannten ermatten. 
£)urd& abermaliges (Sinfefcen fann man auf biefe Sßeife bie 3lnnäl)e* 
rung an ben toaljren Sßertlj offenbar fo toeit treiben, a($ man mitt. 
gfir y = 0,01 folgt na^eju: 

8 -i. + 7 



l/l + 16y 20 



ober: /l+16y = 1,135 

unb: y = 0,018. 

@efet man biefen SBertlj no# einmat ein, fo toirb 
8 1 



7 = 7,037242, 



yi + 16y >/l + 40.18 
atfo: y = 0,01827 

unb: x = 7,39828, 

genau bi$ auf fünf ©ecimatftetten. 

24) SQBir Reiten f$on im grüneren (@eite 6) barauf aufmerf* 
fam gemalt, bajs man bei ber Transformation ton ©(eid^ungen 
borfic^tig »erfahren muß, um nicfyt falfctye galtoren in bie {Rechnung 
einjufü^ren, ober auc$ anbere, toetd&e bie richtigen föurjetn liefern, 
fortjutaffen. (Sin auffaüenbes Setfpiet baju bietet fic$ bei ber S3e« 
Ijanbtung ber ßinfenformet bar/ 

@$ fei LM (gig. 72) eine Don $ti>ei Äugelfatotten begrenzte 
Stufe, beren SBorberflättye LSM einen JRabiuS = r unb beren Wintere 
gtä#e einen SRabiuö = r % Ijaben mag. $n ber $je SS t befinbet 
fi<$ in ber (Entfernung SA = a ber teud&tenbe $unft A. Die ©tralj* 
len, toetetye berfetbe auf bie Sinfe ttirft, mögen fi<$ in D Dereinigen. 
3ji alSbann 8,0 = 8^ bie JDtde ber Stufe =1, n ber 93re$ung$* 
inbej iljrer ©ubftanj unb n — 1 = m ; fo !)at man befanntli$ jur 
33eftimmung ber ©röfce a t bie ©teic^ung: 

nar na 1 r l ___ . 

raa — r ~*~ ma, — r, ~~ 
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Stimmt man ferner an, bafc bie 8infe eine Äuget ift, alfo r = r t 
unb 1 = 2r, fo folgt: 

(1) _£?_ + _£5l_ = 2. 
v ' ma — r ' ma t — r 

35HH man nun ben $unft fuetyen, in toett&em a = s t tt>irb, unb 

fefet bemgemäfj in (1) a = a,, fo ergiebt fi$: 

ma — r 
ober: a = — r, 

offenbar ein rictytigeß, aber ni#t baß gefugte SRefuttat £)aß teuere 
erhält man, nad&bem man in (1) guetft bie Kenner fortgefctyafft Ijat 
unb barauf a = 8j fefet. <£ß folgt alßbann: 

(ma — r)(na — ma + r) = 0, 
ober : (ma — r) (a -f- r) = 0. 

SGBir Ijatten atfo bei ber obigen ©ubftitution nur ben feiten galtor 
biefer ©tetö&ung ermatten, toäljrenb ber erfte ma— r, ber baß ge* 

fu<$te SRefuftat a = — glebt, berfötoanb- fjür ©affer ift j. 25. 

n = ♦> folglich m = i unb a = 3r. gfir ©faß Ijat man n = f , 
mithin m = | unb a = 2r, 

25) Sie «^ajen'f^e Aufgabe. 

<Sß fei ber SRabiuß CD (ffig. 73) beß Äreifeß GH = 1. @ß 
pnb aufcerljatb beß Äreifeß jtoei fünfte B unb A gegeben unb gti>ar 
fei CB = b, CA = a unb SBinfet ACB = y, $n toelc$er Stiftung 
toirb ein 33eoba$ter in A baß ©piegetbttb beß leuetytenben $unfteß 
B in betu fjnegetnben Äreife toaljrneljmen? (Std^trefleye an fpie* 
getnben ctytinbrifctyen Säulen,) ' 

eingenommen, baß ©piegelbttb tjon B erfd&eine in ber {Richtung 
AD* <£ß mufj atßbattn, toenn man bie Normale CDF jietyt, nac$ 
bem belannten SReflejionßgefefee SBinfet ADF = S33. BDF = y fein, 
#atbirt man ferner bur$ ben {Rabiuß CE ben ©infet y, unb fefet 
ben Sßinfet ECD = x, fo erhält man jur »efttmmung ber beiben 
unbelannten SBinfel x unb y auß ben Dreieden ACD unb BCD leitet 
bie folgenben ®(ei$ungen: 

Y-«»(y+X"Jr) 
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unb : -5^- = sin (y — x — Jy). 

Dtbibirt man bie beiben (Steigungen mit siny, fo folgt: 
— = cos (iy — x) — cot y sin (£y — x) 

unb : — = cos (|y + x ) — cot y sin (|y + *)♦ 

(SHraittirt matt ttutt coty, fo ergiett fi$: 

(c) T sin (iy + x) - — sin (iy - x) = sin 2x, 

ober: sin£y(-r- ^)cosx+cos|y^Y + T"/ s ' DX:=sill ^ x ' 

üHatt fuBftituire fertter: 

. . /l 1\ 1 . 

sl,, Mi-7r7 81,, f 

unb: <*» *y(y 4- -£-) = -£- cos 9>- 

£>te auf biefe SBeife eingeführten ^fitfSgröjjett (äffen fi<$ leicht au« 
tljrett £>eftaitiottSg(eic$ungett beftimmen. 9föatt erljäft tt5ttttt<$: 

*S9> = — SqJ7<S*y 

ab sin g> 
unb; q = 



(a — b) sin |y 

Die aufjutöfenbe ©teietyung geljt aber bur# bic ©ubftitution in bie 
fotgenbe ober: 

— sin (q> -f x) = sin 2x, 

oberen^: (!),«*&+£. 

©et einer näheren 93etra<$tnng geigt fic$, baß biefe (Steigung bom 
Herten ®rabe ift, atfo au$ biet Sßurgeln liefert, ©lefelben pnb 
naty bem befannten 5Räljerung$berfa1jrett aud^ fämmtfi<$ au$ (1) gu 
etttoidetn. 9Kan lönnte übrigens, wenn man bie eine SBfoftßfung ge* 
funben Ijat, bie anbero brei at$ SBnrjeln einer (Steigung britten 
®rabe$ barfteüen» 

<£$ fei nämtidfr ber au« (1) enttoidfette ffiert^ bon x = k, fo 
müßte: 
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sin(y + x ) __ sin(y + k) 
sin2x ~~ sin 2k 
fein, ©(traue folgt : 

sin q> . cos q> __ sin q> cosy 
sinx cosx ~~ sink cosk ' 
tgy (sink — sinx) __ cosx — cosk 
' * sink sinx cosx cosk 

aJerfoaubett man fd&tiej$Hc§ bic ©ifferenjen ber sin unb cos in fxo* 
bufte, fo erljätt man leidet: 

(2) tg X lg^^ = tg<jpcotk. 

Drbnet man biefe ©leid^mg ua# tg£x, fo ergiebt fi<$ für biefe 
©rö&e eine ©leid&ung brüten ©rabeS. 2Kan fönnte aud& au« (2) 
burefy «nnäljerwtfl einen neuen SÖertfy x = A entotdfefa unb mit 
fetner £ülfe eine quabratifd^e ©leid&ung auffieüen, beren ©urjetn 
atebann bic testen SBertlje ber unbefannten ®rößc x finb. Qm 
Slßgemeinen toirb man aber tooljt tl)un, fämmtfictye aier SBurjetn 
bireft aus ber ©leicfyung (1) ju Beregnen. 

93efinbet fi# ber leud&tenbe $unft B unenbtiety toeit, fo nimmt 

bie urf^rüttgtid^c ©teid&ung (c), ba -r- = toirb, bie gorm an: 

(3) a== »n(-iy + x) , 
v ' sin2x 

3Kan fle^t alfo, toie bie «ufföfung be$ allgemeinen Probleme« 
mit biefem befonberen übereinstimmt, ba bie ©feid&ung (1) in (3) 
übergebt, toenn man q = a unb — \y = q> fefet $n biefem ftatte 
getyt geometrifö gebeutet bie tangirenbe (Stttyfe in eine Parabel über, 
fo ba§ im Sittgemeinen bie Sonftruftion be$ 23erütjrung«tmnfte$ ber 
(Stttyfe mit ben ©rennpunften A unb B auf ben einer Parabel gu* 
rüdfgefüljrt »erben fann. 5Die öter fünfte nämlicty, toetd&e man aus 
ber «uflöfung ber ®(ei#ung (1) erhält, entfored&en ben ©erüfc 
rungspunften be$ Äretfes mit tier Äegelfd&nitten, beren Srennpunfte 
4 unb B finb. 3»ei berfetben finb (Surfen, bie anbern beiben aber 
§t#erbe(n. 

SBeif^icL @3 fei b = 2, a = oo unb y = i*r* £>te auf* 
gutfifenbe ®teic$ung ift bann bie fotgenbe: 
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sin2x 

ober : log sin (in + x) — log sin 2x — 0,3010300 = F = 0, 
SWan fleljt nun fofort ans ben Sogarittymentafetu, baß x jipif^en 
12° unb 13° liegen muf, 

gür x = 12° erhält man nämtiefc F = 0,01325 unb für 
x = 13°: F = -0,01445. 

$laä) bem belannten 3nterj)otation*berfal}ren ergiebt fi# baljer 
a($ erfte ßorreftion: 

@efet man aber: x = 12° 28', 

fo folgt: F = -0,000025, 

alfo, wenn man einen ber obigen SBertlje bamit jufammenfteflt: 

<J = ~3'',1, 
ober: x = 12° 2? 56",9, 

Sine lefete Sorreftion ergiebt f$liep<$: 

x = 12° 27 r 57",78, 

26) $nner$atb be$ ÄreifeS AA' (gig. 74), beffen SRa* 
biu$ OA = a gegeben ift, befinbe't fic$ ein leuc$tenber 
$nnlt B, beffen Slbftanb OB Dorn SWittelpunfte = b ge- 
geben ift. 9Ran fott bie ©leictyung ber fatafaufttfe^en 
©urbe finben, toetetye bur<$ bie bom Äreife refleftirten 
8ic$tftraljten gebilbet u>irb. 

Die gefugte fatafauftifd&e Surbe ift ber Ort fämmttid&er fünfte 
C, in toet^en fic$ jtoei unenbli<$ nalje refteftirte ©trafen AC unb 
A'C fd&neiben. SKan fefec nun bie ©trede OC = r, ben SBinfet 
COB = # unb AOB = a. 9Wan beftimme ferner ben *ßunft C 
auf AB fo, ba& Sßinfel C'OA = S8. GOA ift. SUSbann ift au$ 
0C r = r 4 ©efet man enblicty C'0B = 2g>, fo Ijat man offenbar: 

2g>=«:#— 2a, 
alfo: « = £#— g> unb: #— a=l&-\-q>. 

5Wun ift: JAOB = JAOC'-JOOB, 

ober: absina = arsin(#— a) — brsin2<jp 

unb : ab sin Q# — g>) = ar sin (%& + <jp) — br sin 29p. 
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Soft man bic Ätammern auf unb bioibirt bur$ 2brsing>cosy, fo 
fmbet man: 

a(b — r) sin|# a(b + r) cos^fl _ 
2br sing> ' 2br cos 9 ~~ 
©efct man atfo: 

fo ergieftt fu$: 

(!) _A_ + _4_ = 1 . 
v ' cosgp smgp 

©teilt man biefelften SSetrac&tungen, toetd&e f oeften für bcn ©traljl 
BA burd&gefütyrt ftnb, auc$ für bcn SRad&ftarftraljt BA' an, f finbet 
man für benf elften, ba A unb B bief elften SDBertlje begatten, eine 
ganj äljulid&e ©teityung, in »eitler nur 0/ an bie ©teile Don a unb 
an bie ©teile bon q> bie ®rögc qf getreten ift 

3Rit^in ift: 

(2) -A^ ^- = 1. 
v J cosgp' sin qf 

StuS (1) unb (2) folgt nun: 

cosg> f — cos ff __ R siny — siny f 
cosffcosff' ~~~ sin ff sin ff f 

SSewanbelt man after bie ©ifferenjen in ^robulte, fo lann man 

ben gaftor sin ^T"^ fordeten unb, ba für jfoei 9to$ftarftraljlen 

ff unb qf nur unenbticfy toenig fcerfctyiebeu ftnb, q>=q> f fefcen. 3Kan 
erhält auf biefe Seife bie ©teic^ung: 

v ' cos ff smff 

(5$ ftteiftt um nur no<$ übrig an* ben ©teic^ungen (1) unb 
(3) ben Sßinlel ff ju eliminiren. 

3Mit £ülfe ber ©teid&ung (3) ge$t (1) in bie gorm üfter: 
(4) CA* + CB* = 1. 
6« ift after au« (3): 

A* = C t cos9> t 
unb: B' = C f sin5p t , 
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folglich A* + B* = C f , 

aber naä) (4): a* + B* = -^-. 

ÜWit^in ift: C 8 = l, ober: C = l. 

STuS (4) folgt atfo: A* + B* = 1, 

ober, toenn man für A unb B iljre SBertlje fubftituirt: 

„ |(b + p)cos^}» + {(b-r)sin**}* = (^f' 

©iefe (Steigung ifi bie ©teid&ung ber ßatalauftif, inbem fic 
eine SMation atoifd&en iljren *ßotarfoorbinaten r unb # auffteflt. 

Sie fünfte C beftfeen nun aucty in geometrifd&er SBejte^mtg 
merftoürbige Sigenfd&aften. 

$\t EA irgenb einer ber burcty B geljenben ©trafen, fo erljätt 
man ben refteftirten AD, toenn man AE = AD mac$t gfir {eben 
anbern ©tra^t E'A' ift ebeufo A'D' = E'A', 3ft nun Sogen EE' 
= cc unb AA' = y, fo folgt ans biefer ßonftruftton teid^t^ baß 93o* 
gen DD' = 2y — a ift. @inb ferner BA unb BA' jtoei SRactybar* 
ftra^ten, fo fann man bie fttäd&enftüdfe CAA f unb CDD' als fl^n* 
ttc$e gerabtinige £)reie<fe betrauten, au« benen bie ©teicfyung folgt: 
DD' DC . 2y— a _ g a _ DC 



ober: 



AA' AC vvv ^ y y AC 

©benfo ergiebt fi$ au« ben SDreiedfen BAA' unb BEE': 

a BE 
y ~~ AB* 
äbbirt man mithin bie gefunbenen ffiefuttate, fo finbet man: 
DC EB _ 
AC + AB -* % 

Stbbirt man ju beiben Seiten biefer ©fetctyung 2, fo folgt: 
DC + AC ..EB + AB A . AE , AE . 

-AS- + — AB~ = 4 ' 0bCr: AC + AB =4 > 
« 1 , 1 _ 4 _ 2 

al,0: AC + AB ~ AE "" AF ' 

toenn F ber #atöirung$punft ber ©efyne AE ift. 
£>a ferner AC' = AC ift, fo Ijat man: 

iii 



AB T AC AF 
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ober: AC'AF+ABAF = 2ABAC, 

AB (AF - AC) = Atf (AB - AF), 
folglich auc$: AB-C'F = AC'BF. 

(§« pnb batyer bic fünfte A, F, C, B $armonifc$e fünfte. 2»tt 
£ütfe biefer ßigeuföaft (äffen fi# (eic$t bie etnselnen fünfte ber 
ffatalauftif fonftruiren. (Jß nämli$ BA irgenb einer ber Don B 
auägeljenben ©trauten unb AD ber jugeljörige refleftirte, fo l?atbire 
man AE bur<$ ben $unft F, fuc$e ju A, B unb F ben feierten l?ar* 
monif<$en Sßunft C unb maetye AC = AC, fo ift C ber entfpre* 
ctyenbe *ßunlt ber Trennlinie. 9)Jan fönnte aifo, toemt man btefet&e 
Sonftruftion mit fämmtictyen burety B geljenben ©trafen ausführt, 
au$ fämmtti<$e fünfte ber Äatalauftif aufßnben* 

5Da$ gefunbene SRefuttat lägt pd& leid&t auf Beliebige Surfeen 
<{u$beljnen, ba für bie ÄrümmungSfreife berfel&en bie fünfte C bie* 
feiten toie für bie entfpred&enben ßurfeantfyeife felbft pnb. 

£)ie @tei<$ung ber Äatafaufti! einer StyttoTbe lägt p<$ au<$ 
leidet auf fotgenbem rein geometrifd^en SBege aufpnben. SDie ©fei* 
$nng einer ßfyftoibe §at befanntli<$ bie ©eftalt; 

x = a(# — sin#) 
unb: y = a(l — cos#), 

toenn BC = CD = a (gig. 75) ber töabius be$ bie ©jftoibe erjeu* 
genben ÄreifeS ip. ©#neibet man nun auf bem beweglichen SRabiuS 
CB ftete eine ©tredfe BE = BA = y ab, fo befd&reibt ber Sßunft E 
eine jtoeite (Styttoibe, bereu @rjeugung$Irei$ einen Ijalb fo großen 
SRabiuS $at, als ber ber erften. (§3 ift nämtt<$ 2B. CDB = DBA 
= DBE, atfo ^ABD^LBDE, aifo au$ BE = BA unb SBinfet 
DEC ein retyer, SDa ferner SB. EFD = 2# ift, fo Ijat man: 

OK = x' = ^a(2#--sin2#) 
unb : EK *= y' = £a (1 — cos 2-5-), 

gtoei ©teid^ungen, toetetye gufammen eine (Styffo'ibe barfteüen. Sei 
ber äöätjung be$ ÄreifeS feom SRabiuS CD tangirt atfo ber 9iabiu$ 
BC eine ©jftosbe OEG, ba ED bie Normale biefer Styftoibe mit 
BC einen redeten SSBinlet bittet. SBenn aifo au« bem Unenb* 
U<$en ©trafen toie MB auf eine ©jftofte falten, fo ift bie Äata* 
lauft« toieber eine gtyfloibe feom falben SRabiuS, ba SBinfet ABD 

6$eÜfra$ 2lufga5cTt. 15 
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= DBE ift unb mithin atte parallel einfattenben ©trafen in ber 
Stiftung BC refleftirt »erben. 

27) «uf bem «reife CC ($ig. 76), beffen SJMtetyunft M unb 
beffen SRabiuS MC = r fein mag, Bewegt ftd& in ber föid&tung CC 
ein ?un!t mit ber ©infetgefd&winbigfett w, $n A befinbet fi# fer< 
ner ein $unft, ber in bem SlugenBlitfe, in weld&em ft$ ber bewegte 
?unft in C Befinbet, Sictyt auSfenbet, beffen ©eföwinbigfeit =A fein 
mag. SBann wirb bie erfte ßtcfytwetle ben Bewegten $unft 
erreichen? 

@S fei MA = a unb SB. CMA = a. ©eBraud&t nun baS 8ic$t, 
um ben Bewegten $unft in C ju erreichen, t ©efunben, fo ift 
AC' = At, ©, C'MC = wt. g»an erhält alfo aus bem SDreiecfe 
C'MA gur Seftimmung &on t bie transfeenbente ©letd&ung: 
IV = a'+r* — 2arcos(o + wt). 

Solgenbe SMljerungSmetljobe möd&te, wenn a + wl P^ btx 
©rüge in nähert, jur Sluflöfung berfelben am geeignetften fein. 

S3ernac$läffigt man juerft baS ©lieb 2arcos(a+wt), fo er* 
gieBt ft$ als erfter annäljember 2Bert§ : 

f = !±L\ 

1 A f 

©efct man benfelBen au$ in cos(a-f-wt) ein, fo ergieBt fi$ ein 
neue« richtigere« t u. f. w. 

28) 8uf bem Äreife AA' (gig. 77) Bewegt fid& bou A 
aus ein teud&tenber $unft mit ber SBinlelgefd&winbigtett 
a, wetd&e im 33er$ältni§ jur 8i$tgef<$winbtgfeit X feljr 
groß fein fotl. Stuf bem Ärdfc CB befinbet fi$ ferner 
ein $unft B, beffen Sage Befanut ift. SBann erreid&t baS 
bom Bewegten fünfte A ausgeljenbe ?it$t juerft ben 
«ßunlt B? 

80 fei SA = a, SB = b unb »tnfel BSA = #, 

Unter allen Sagen beS fünfte« A giebt es eine fotdfre, baß bie 

3ett, welche berflie&t, Bebor ber fltonlt A öon feiner Anfangslage 

aus batyin gelangt, unb Bebor bann baS aus btefer Sage auSge* 

fanbte Si<$t in B eintrifft, ein 2»intmum ift 

es fei biefer 5ßunft A', unb SSHnfet BSA' = x. ©inb atsbann 

t ©efunben berfloffen, Bebor A na$ A' gelangte, unb gebraust 
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ba« bon A' au«ge$enbe Sid^t no$ * ©etunben, um B 31t treffen, 
fo muß alfo: 

ein SKinimum fein, <£« ift afcer: 

A f B = Ar unb: al = d— x, ober: t = — - — 
geruer folgt ans bem z/SBA': 



At = >V + b f — 2ab cos x. 



# — x , 1 



gotfltt^ mug — — + y yV + b*-2bacosx ein 2Rinimum fein* 

@efct man alfo biefen 9tu$brud gtet$ bem entfpre^enben mit x t , 
fo folgt nac$ einfachen Umformungen: 

2ab(cosx i — cosx) _ x— x, 

;t{/ a *4-b* — 2ab cosx +1/8* + ^— 2abcosx A } « 

SSertoanbelt man alfo cosx t — cosx in ein ^ßrobuft unb btolbtrt 
mit ber unenblity Meinen Differenz x— x t , fo finbet man: 

2absin|(x + x i ) — JL 

A{/a*+b* — 2abcosx + /a* + b* — 2abcosx 1 } "" « ' 

alfo, »enn man x = x t fefet: 

ab sin x 1 

Aj/a' + b' — 2ab cosx ~~ « 

X % , X % 2V 

unb : smx 2 = — =^7 A — 5-5- n- cosx. 

uw • a*b" ' «V a*ab 

(5$ fei nun — = sinji unb ^ = sinv, eine ©ubftitution, bie 

na<$ ber üBer ba$ ©roßenberljättnit bon X unb a gemalten 35or- 
ausfefeung immer ertaubt ift, fo folgt: 

1 — cos x* = sin n* -+- sin v 2 — 2 sin y, sin v cos x, 

Diefe quabrattföe ®leic$ung liefert bie SBurjeln: 
cosx = flinke sin? + cosjj cos v. 
«Ifo: cosx = cos (i>—/u), ober: cosx= — cos(/K-fv). 
35a nun a>b, alfo [i<v ift, fo muß enttoeber: 

x = j> — jtt, ober: = 7r— jc—v fein, 
©efet man ben erften ffierty in bie StuSbrücfe für t unb % ein, 

fo folgt: 

15» 
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t + T r= {# — V + /* + COljM ~ COt V\. 

£)er anbere äßertlj tou x toürbe, ba (i unb y feljr Keine SBinfel 
finb, einem fünfte entfprectyen, ber A' faft biametrat gegenüberliegt. 

<S$ ift no# in bemerfen, bafe x unabhängig Don ber Sage fcon 
B ift. <S$ ift alfo ba« S)reted SBA' für aOe fünfte B be$ ffrei* 
fe$ baffelbe, fobalb X unb a !onftant bleiben. 

29) Sin leuetytenber *ßnnft fällt aon B (gig. 78) mit 
lonftanter ©efd&toinbtgfeit in BC fenfre^t jur Stiftung 
AC. $n »eifern fünfte D toirb er juerft toaljrgenom* 
men, toenn BC = b, AC = a, bie 8i$tgef$toinbtgfeit =1 
unb bie be$ fatlenben fünfte* =a befannt ift. 

Sflaty ber Aufgabe muf$ bie ©efammtljeit ber 3eit, toelctye ber* 
fliegt bie B nac$ D unb ba$ 8ic$t »on D nad& A gelangt, ein 2Ri* 
nimum fein. @$ fei CD = x, ber ffieg BD = a\ unb AD = X%. 
£)arau$ folgt: 

b — a\ = x, 

. b ~ x 
ober: X = 



unb: t = =r — 



1) x i/a*4-x* " 

@$ mufc alfo (- - — j- — ein SWinimum fein. Söe^anbeft 

man biefen «uäbrud na# ber getoitynti<$en 9Ketljobe, fo ergiebt jt$ 
f#liej*lic$: 

1 x 



ober: 






/«'-r 



@ubftituirt man alfo — = sin|U, fo toirb: 

x = atgji 

unb: t+r = ^- + 



Acosji 

30) SDie Aberration unb ©efd^toinbigleit be« Sichte«. 
<&» fei S ($ig. 79a) ein leu<$tenbe$ ©eftirn unb E bie Srbe, 
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toefc^e ti)ir junäcfyft al« ruljenb i>orau«fefeeu motten. Um unter bie* 
fer 25orau«fefeung &on E au« ben ©tern S im fjabcnfrcuje eine« 
gernroljre« erBlidfen gu fßnnen, muß bie optiföe Stjre be« festeren 
mit ber 9ft#tung ES gufammenfatten. Sftun Bewegt fi<$ bie ßrbe 
aber. <£« toirb alfo, Beoor ba« Bei B in ba« gernroljr eintretenbe 
8i$tatom bie Slje BE mit ber ©efd&ioinbigfeit g burd&laufen Ijat, 
bie Srbe E, bereu ®efc$ti>inbigfeit =v fein mag, Bis gum fünfte 
E' fcorgerüdft fein, fo baß baß in ber fötetytung BE fortfd&reitenbe 
Atom nt$t meljr bie 3je be« gernroijre« burc&taufen, alfo auefy ba« 
©efiirn S ni<$t fid&tBar mad&en fann. 

Damit bie« gef<$elje, muß man bie 2l$e be« Qnftrumente« in 
bie SRi<$tung fron ED, b. % in bie 9?i$tung ber Diagonale be« *ßa« 
ralletogramrae« Bringen, toetd^eö au« EB unb EE' lonflruirt toirb* 
9Wan fiBergeugt ftety nämttd& Bei Slnna^me ber @miffion«ttyeorie teid&t, 
baß in biefem ftafle ein Bei D eintretenbe« Sictytatom genau bie Slje 
be« parallel mit ft# felBft fortgerüdtten fternroljre« buretyläuft unb 
gugleic§ mit E in bem fünfte E' anlangt, toenn bie ©efd&toinbig* 
feiten g unb v fonftant finb. S« erfd&eint fomit S nicfyt in ber 
SRictytung ES, in toeld&er e« fi<$ ü>irftid& Befinbet, fonbern in ber 
aBgetenften föid&tung ES f ober E'D' ; toetc$e al« Diagonale be« $a* 
rattelogramme« EBDE r üottftäubig beftimmt ift. Der SIBtenfung«- 
toinfet SES', toeld^en mir mit £ Bejeid&nen tootten, Ijeißt bie SIBerra* 
tion be« ©terne« S. Die ©rßße berfelBen ift leidet gu Berechnen, 
©efet man nämlicfy no$ ben ©infel SEE' = u, fo folgt au« bem 
Dreiedfe DEE': 

v:sin§ = g:sin(u — £), 

w c * t vsinu 1 
unb barau« : tg £ = 

ff v 

e 1A cosu 

g 

(Suttoidfelt man ben gtoeiten ftaftor ber regten ©eite na<$ sßotengen 

v 

toon — cosu, fo ergieBt fid&: 



, w vsinu L v , v 2 

tg§ = {1 cosu 4- -=• cos u 

* er ( a r ff» 



g < g g 

Serfidffic^tigt man nun, baß in unferem gaüe — natyegu =0,0001 
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ift, fo fatm man bei einer ©enauigTett *>cn 7 $>ecimalftetten föon 
bie jweite ^otenj biefer ©rö&e t>evuac^Iä[figcn # fo ba& man erhält: 

/in * i: vsinu 
(1) t g§ = -^-. 

Stadlern burety biefe ©teic^ung bie ©rö&e ber Aberration ge* 
funben ift, bleibt un« j» beftimraen übrig, inwiefern fiety iljr (Sin* 
ffa§ in ber föeinbareu ©tettung ber ©eftirne äußert 

<£$ Hegt in unferem gaöe in ber 5Katur be$ Problem* bie 
Sbene, in wetd&er fi$ bie @rbe bewegt, b. lj. bie (Stttytit als ©ruub* 
frei« für bie ßoorbinatenbeftimmung anjuneljmen. £>er $unft ber 
grü$(ing$ £ag- unb 5ttac$tgteic§e auf berfefben X (gfg. 79b) fei ber 
«nfangtyunft ber ,3ä$tung. £>er SKittefyunft be$ Äteife* AX ober 
bie @rbe fei E. Die in E jur Sbene EAX errötete Formate trifft 
atfo ba$ $immet$gewö(be in bem *ßo(e ber Sfltytif Z. £>ie grbe 
bewege fi# nun in ber Stiftung EB. ©er wa$re Ort be$ beob* 
arteten ©eftirne« an ber £>immet8fuget fei C. ©eine ©reite ober 
ber Sogen CA fei = c unb feine Sänge ober ber Sogen AX = b. 
5)ie Sänge bon B fei a, feine Srette o. 9ia# biefen Sejeic$nun* 
gen fofgt au« bem foljärifctyen ©reiede ZBC: 

cosBC = cosc cos(b — a), 
ober, ba CEB ber oben mit u Bezeichnete SBinfet ift: 
(2) cos u = cos c cos (b — a). 

<§« erfd&eint nun wegen ber Aberration C ni<$t in ber 9?ic$* 
tung EC, fonbern auf (beut Sogen CB in ber Stiftung EC', unb 
j»ar ift ber Sogen CC' ober ber ffitalet CEC == £ burdfr bie ©lei* 
<$ung (1) beftimmt, 2Ran erhält, wenn man ben für cosu gefun- 
benen SBertf} berüdfi^tigt: 



tgS = — yl — cos c 8 cos (b — a)\ 

©ejel<$net man ferner ben SBinfet ZCB mit <p, fo ergiebt fty: 

/q\ • sin(b — a) 
(3) sinqp=r ^ -• 

v ' * smu 

Slußerbem ift : sin c cos u + sin u cos c cos <p = 0, 

ober: cosgp= -tgecotu. 

2Ran ertyätt atfo für bie Sreite C'F = d be« abgeteuften ©tern« 

C bie ©ieid^ung: 
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(3) sin c' = cos £ sin c — sin f sin c cot u, 

sine . / |.v 
= -: — sin(u — §), 
sinu v 

unb für bie Sängenbtffereuj: 

(4) sinC'ZCobersinFA = l^i!^ 
v ' cosc' 

_ sin£sin(b — g) 

~~ sinu cosc' 

ffiir Ijaben in biefer gormel ben für bic ^Beobachtung mentg 
geeigneten ©infet a nodf bur$ einen anbern $u erfefcen, Stimmt 
man ju biefem 3toedfe att > ba 6 bie Safyt ber @rbe ein Ärei« fei, 
in beffen ÜRittetyunft fidfr bie ©onne beflnbet, unb Begegnet man 
bie tualjre fcon ber Aberration befreite Sänge ber ©onne mit #, fo 
fiberjeugt man fiety leid&t, bag: 

« = # — in 

ift. ©efct man tiefen ©ertlj in bie obigen ®lei#ungen ein, fo folgt: 

(5) cos u = cos c sin (* — b), 

tg£ = ysinu, 

sine' = —. — sin(u — f)i 
sinu v 9 " 



unb: 



. „. sin£cos(b — &) 
smFA = — ^ i — ' . 



ÜHit #ülfe biefer ®leid&ungen fann man ben fd&etn&aren Ort 
eine« Oeftirne« finben, toenn man ben magren Ort, ober bie ffitnfet 
c unb b !ennt. Da« umgelegte, ebenfo toid&tige Problem, au« bem 
fd^einbaren Orte ben toaljren ju finben, tagt fi<$ ebenfaß« oljne be* 
fonbere ©d&totertgfetten Wfen. 

Da bie SQBertlje fcon § unb q> abhängig finb t>on ber Sänge 
ber ©onne #, fo toirb bie Aberration eine« Oeftirne« iu ben ber* 
fd&iebenen 3faljre«jeiten fcerfd&teben fein unb bie Reihenfolge ber auf 
einanber im Saufe eine« $aljre« fcorfommenben fd&einbaren Oerter 
eine ßur&e bitben, bereu ®(ei$ung toir fc$lie6tid& beftimmen tooflem 

SBir eliminiren ju biefem 3tt>edfe a\x^ ben obigen ©teid&ungen 
ben ffiinfet $. <g« ift, toenn man bie ©tetc^ung. (3) unb (5) 
berüchtigt: 



1 
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__ cos(b--#) 
~~ sin u 
__ sin c sin (b — 9) 
sinu 



coscp : -. , 

' ein ii ' 



unb: tg| = — sinu. 

Die bur$ (Slimination t>on # entforingenbe ©letd&ung nimmt 
eine einfachere gorm an, trenn man an ©teile ber ^olarfoorbtnaten 
re<$ttotn!lige ßoorbinaten einfuhrt. <£$ fei gu biefem 3w<fc C 
($ig. 79c) ber ttaljre Ort eine* ©eftirneS, CZ ber burety i&n ge* 
legte 8ängenfrei$ unb CD ein ju bemfelben fentre<$t fteljenber groß* 
ter ffret* be$ £hnmel$. 3p bann C ber föeinbare Ort be« ©e* 
ftirne*, fo ift CC'=-£ unb SB. ZCC' = g>. Da nun | immer 
eine feljr Meine ©rßfce ift, fo fann man bie fcorfornmenben SSogen 
mit tyren Sangenten jufammenfaHenb benfen. 

Da« 8otlj CD = z ift alfo = £cosg> unb DC = y = £sing>. 
Wciä) ben obigen ©tei$ungen ift baljer: 

V V 

z = — sincsin(b — &) unb: y = — cos(b — &). 
Ouabrirt man jefet, fo folgt, natybem # eltminirt ift: 

gV g'y» = 

v , sinc t ~ r v* 

Diefe ©leic^ung ift bie ©leid^ung einer Sfltyfe, beren Dirnen* 
flotten nur Don g, v unb c abhängig finb, Qty üWittefyunft ift ber 
matyre Ort be$ ©terne* unb iljre große «je parallel jur Sfttytif. 
©eftirne gleicher 93reite betreiben ferner im Saufe eines QaljreG 
btefetbe 33afa. 

$ft c=90°, fo toirb bie (SHtyfe ein ßrei*, fcäljrettb für c=0 
bie (Sfltyfe in bie ©erabe z = übergebt. 

Die ^Beobachtungen Ijaben nun ergeben, bag — = 20",255 ift. 

SWan fann alfo, ba bie ©efd&mtnbtgfeit ber <Srbe v = 4,1042 geo* 
graftiftye ÜReilen ift, bie 8t#tgefc$tt>tttbigteit g finben. üRan erhält: 

STußer ber foeben befproc^enen Aberration entfielt eine jtoeite 
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burc$ tote Dotation ber @rbe um t^re Hje. ftüx btefetben ifi unter 
bem Seqnator: 

1. = 0»3083 
g 

utib für jcbeti anbern $unft, beffen geograpfyifcije ©reite \p ift: 
— = 0",3083cost//. 
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Elementare (£nttot<ftunö ber etnfa^jlen transfeen* 
beuten gunftionen* 

<S* fei (Sflfl. 80) C ber TOefyunft beS Äreife* AB, beffen 
föabiu« AC = 1 fein mag. 3Wcm tljeite ben 33ogen AB in n gleite 
Steife unb fonftrutre bie bagu gehörigen ©eJjnen AF, FG, GH, HJ 
u. f. ti>., beren jebe =p fein wag. Darauf verlängere man bie 
@e$ne GF um bie ©tretfe FK = FA, HG um GL = GK, JH um 
HM = HL u. f. »., fo baß FA = p, GH = 2p, HL = 3p, 
JM = 4p u. f. ti>. ift SSerBinbet man bie (Subpunfte biefer SSer* 
längerungen ju einem Sßotygone AKNT, fo tann man bie Seiten 
beffetben toieber in afyttic^er Sßeife verlängern, fo baß KA==KR, 
LO = LR, MP = MO u. f. *. ift. Sitf biefe SBeife ertytft man ein 
neue* $otygon ARPE, ba£ ebenfalls burdd ben $unft A geljt unb 
mit bem fi$ lieber eine ä^nttd^e Sonftruftion vornehmen läßt 

SKan überzeugt \iäf tei<$t, baß jebeS ber betrachteten Sßofygone 
eine ©eite toeniger fyat als ba$ienige, burc$ beffen äbtoidlung e$ 
entfielt, fo baß ba$ nte $ofygon fi$ auf eine ehtjige ©erabe rebucirt. 

Die Sänge aßer biefer getrogenen Sinien läßt fic$ nun leidet 
beftimmen. 

3unäc$ft ift na$ ben im Obigen gemalten SJorauSfefcungen 
AB == np. 
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33erü<fftc$tigt man femer, baß aüe in ber gigur auftretcnben 
Dreiede a,tei<$f<$enfUg unb unter eittonber äljnli^ ßnb, fo Ijat man: 

AK:AF = AF:AC, ober: AK = p», 
fotglty: KL = 2p», ML = 3p* -, TD = (n - l)p\ 

«tfo qM^on AT = (1 + 2+3- + n-l)p , = -2^y^l- 

Um ba« fotgenbe $ofya,o» J» beregnen, fefet man:; 
AR:AK = AF:AC, ober: AR = p\ 

HO- 2 ' 3 n» OP- 3 * 4 n» ftF - ( n -l)( n - 2 ) n . 

alfo ba« $o%» AQE: 

_ li(ll-l)(0-8) . 

~~ 1-2.3 p# 

gfir bie Sättge be$ folgenben SJtelecta toürbe man ebenfo finben: 
, MMM 

1^.3.4 p 1# * 

SSilbet man bie Summe S be« töabtos unb fSmmttic&er auf 
einanber fotgenber $ofygone, fo ergiebt ßc$: 

fl . . , n(n — 1) t n(n — l)(n — 2) . , , n 

=a+p) n . 

(Sä fönnen alfo bte einjetnen $ofygone aW ©lieber einer 23ino* 

mialreilje getrautet toerben. #ätte man ferner an BT no<$ ein 

nte* ä$ntU$e$ fcreied gelegt, fo toürbe ftatt ANT ein ^ofygon bon 

n Seiten entftanben fein; e6enfo Ijätte man analog an @teße t>on 

AE ein *ßofygon bon n Seiten erhalten, fo bog bie SRetye ber tyo* 

fygone ft# bte in baä Unenblicfce erftredt tyätte. Die unenblidfre 

SRetye S' berfelben tyat alfo ben SBert^: 

c» 1 . . n ( n + l) « , n(n + l)(n + 2) 8 . . . c 
S' = l + np+ ^ V + v 1,2-8 P +-M'nf., 

= (l-p)-«, 

fo ba§ au<$ ein ©inom &on ber tjorliegenben Sorm geometrifty ge- 
beutet werben fann. 
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©ubftituirt man a für np, fo tt)irb : 

3e größer nun n fohrb, um fo mefyr nähert fid& ba$ ^otygon 
AFB einem Äreiäbogen, bi$ e$ für n = oo mit bemfelben gufammen* 
fällt, ®ftmmt(i$e anbete Ißofygone gefyen bem entfpre<$enb in (Sur- 
fen über, bon benen jebe bie (Soolbente ber borljergeljenben ift, unb 
}ug(ei$ nimmt bie Siija^t berfetben mit n bie in ba$ Uuenblid&e 
gu. 5Dic äu&erften ©eraben BT, ET u. f, to>. ftnb Sangenten biefer 
Surben unb fteljen fämmtli<$ gu eiuanber fenfred&t. Sie btfben alfo 
eine gerablinige gebrochene ©pirate, beren Sänge mit ber Summe 
ber berföiebenen ßurben tbentifö, alfo = S ift. 93egei<$net man 
ferner ba$ biefem gafle entfore<$enbe S mit s, fo folgt: 

(i) « = 0+t)' , = 1 +«+Ä+i^3 + - 

Die einzelnen ©lieber biefer 9teÜ»e fteßen bie einzelnen Sbol* 
beuten bar, fo bajj man auf eine einfache elementare SBeife eine 
gange JRei^e bon Surben rectificirt Ijat. 

©ubftituirt man na für n, fo toirb: 

(2) f = (i +!.)- = «•, 

(3) ober: a = logs, 

toenn man unter log ben natürlichen Sogaritfynu« ober ben für bie 
©runbgatyl e berfteljt 

«u* (1) folgt aber: 

i 

a = — j— • 

n 

93egeic$net man alfo ben 2$eil ber ©virale o$ne 1 mit o, ober 
fefet man s~l + o f fo folgt au* ber 83ergteic$ung ber beibeu 
©ertye bon a: 

,log(l+<r) = (1+<0 B -1 = a-iff , +iff»-i < r*+- 
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SWcm Ijat atfo bur<$ Setrad&tung unferer ©virale eine ber 
toid&ttgften logaritljmtfd&en Steigen gefunben. Diefcttc $at, tote man 
ft$ leidet übergcugt, au<$ bann noc$ ©üttigfeit, »enn x einen nega* 
ttoen Sßertlj tyaben fottte. 

«uö ber (Steigung (3) folgt ferner, baß ber Sogen AB ber 
natürliche SogaritljmuS Don ber Sänge ber zugehörigen unenbttd&en 
©virale ift. 

Sieben ber foeben enttoidfetten logaritljmifd&en töeitje taffen fl$ 
aus (1) au<$ unmittelbar bie nad& ben $otenjen be$ 93ogen$ fort* 
fd&reitenben Steigen für sina unb cosa enttoidEetn. 

Da nämtid& bie einzelnen ©lieber ber redeten Seite Don (1) 
bie Sängen ber einzelnen auf einanber folgenben SDoloenten bar* 
fteflen unb fte jugleid^ mit toad&fenbem n immer Heiner »erben, fo 
folgt barauS, baß bie recfytttnnflige ©virale in immer engeren SBin* 
bungen A umfd&lteßt unb enblicfy mit iljm jufammenfäßt. SBenn 
man alfo bie Don unten uaefc oben fic$ erftredfenben ©eiten ber ©pi* 
rate, u>ie BT at$ pofttiD unb bie na<$ unten fi$ erftredfenben, ate 
negativ betrautet, fo ift bie atgebraifd&e ©umme fämmtltdfrer Dertt* 
falen ©eiten glei<$ bem Sotlje AL ober =sina. <&$ folgt baljer 
üvl$ bem SBertlje Don s unmittelbar: 



sina^a — -\ 



1-2'3 T 1-2-3-4.5 



Stimmt man analog bie tyorijonfaten ©eiten ber ©virale unb 
betrautet man bie 9tid&tung CB afö poßttD, toäljrenb bie Don TE 
negatiD ift, fo ift bie algebraifd&e ©umme jener ©eiten =LC ober 
=. cosa, 2Kan erhält mithin unmittelbar: 

cosa = !__ + ____... 

6« ift no<$ ju bemerfen, ba§ man ba$ gläd&enftfidf jtoifd&en 
ber Tangente BT, bem Sogen BA unb ber ©DotDente AT quabri* 
ren fann* 

6* fei ber Snijatt be$ SDreiedf* ACF = 6. «t$bann ift: 

JA¥K = p t d, JGKL = 2Yd, JEUll = 8yd u. f. to. 

gotglicfc ift ber gtäd&enin^alt be$ betrachteten ©tüdfe*: 
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=.{r + 2 f +3»+...+(n-l)«}pM, 

n(n-l)(2n-l) tJ 
~ 172^3 p a - 

@e$t Jefet ttrieber ba$ ^otygon A6JB in einen ÄreiSbogen über, 
fo toirb n unenbficfc grcl, atfe nd = ia, toenn SB, ACB »riebet 

= a ift, «nb p = — • 3Me ?$W<$e gtoiföen bem Kreisbogen, ferner 

Tangente unb feiner (Sbofoente ift bemnadfr: 

(n-l)(2n-l) a s a» 
~~ 2-3 *2n f 6' 

gbenfo fönnte man bie entfpred&enben (Jläc^enftflcfe bei benfol* 
genben ©fcofoenten beregnen. 
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@eite 20, etile 3«le fttt y=±°y£rrF «<« y = ±cy|qi^- 

— 1 -4- V ^T" 

§eitc23, 9fcr. 19 tfl bcr britte SQ5ert§ toon y« =^ 



@ette25, 9^r. 36 tfl y«±y ~ 2 

®eite27, 9ftr. 47 ifi in bcm ©ertye toon x baö te^te ©lieb unter bcr Söurael 
e=4b*(l — ac) unb in beut toon y = 4d*(l— ac). 

©eite38, Ute 3eite toon unten muß ba« (efcte ©lieb Reißen: 4aa(a a --2)— • 

(SBeufo 7te3e«e a 2 = 2, unb 2te 3ette öon oben @ette 39 ijl tynju- 
juftigen « ■» 1. 

€>ette39, teftte 3cilc $etßt bie tefcte <SKetc$ung : x 3 + ^y* + x 7 sb - 

@eite 45. S)te linlen Letten ber fcetben lefcten ©lei^ungen ftnb: b + 4xu unb 

c+4bxu + 12x 2 u* # 
©eite 80. 2>te Knie @eite ber (Steigung (3) &etßt: fsin(« — u). 
©ehe 97, 7tc 3eile i>on unten, gür 23) lies 23b. 
©ette 133, 9fr. 8, 3eile 2 für AEA' lies AA'. 
©eite 134, toon jjeife 5 — 10 für F Ited F". 
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